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à l’Amour, à jamais mon unique source d’énergie.

À nous de choisir une direction qui permette,
malgré et grâce à l’infinitude de cette énergie,
une convergence harmonieuse.
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Résumé/Abstract

Maître de conférence depuis 1994, avec une période de mobilité de 6 ans à l’université
de Genève, mes recherches suivent deux axes principaux.

Le premier, en mathématiques fondamentales, concerne les liens entre analyse et géo-
métrie dans des espaces hyperboliques au sens large à l’aided’outils probabilistes, no-
tamment l’étude asymptotique des fonctions harmoniques. J’ai développé ces dernières
années unencadrement doctoraldans ce domaine (cours de M2R, stage de M2R, doc-
torat).

Le second consiste en applications de l’outil statistique àdes études concernant des
données environnementales et sociales au niveau mondial. Cet axe a été particulièrement
développé lors de mon séjour genevois grâce à de multiples collaborations avec le Pro-
gramme des Nations Unies pour l’Environnement (UNEP) et le Programme des Nations
Unies pour le Développement (UNDP). Une contribution concerne la participation à l’éla-
boration d’un indicateur de la vulnérabilité des populations aux catastrophes naturelles,
le Disaster Risk Index, analogue pour les catastrophes naturelles du célèbreHuman De-
velopment Index, permettant à l’UNDP de cibler au mieux ses aides et susceptible d’être
utilisé dans les nouvelles études sur le sujet. Une autre concerne l’élaboration d’une carte
mondiale d’aléas d’inondations.

Being Maître de Conférencesat Grenoble since 1994, with a 6 year period at the
University of Geneva, my research follows two principal axes.

The first axe, in fundamental mathematics, considers links between analysis and geo-
metry in spaces that are hyperbolic in a wide sense, using probabilistic methods. I studied
mainly the asymptotic behavior of harmonic functions, gavea master course concerned
with these topics and have now a PhD student (in co-direction) about this subject.

The second axe consists of applications of statistical tools to socio-environmental stu-
dies at the global level. It has been especially developed during the Swiss period, thanks to
several collaborations with the United Nations Environment Programme (UNEP) and the
United Nations Development Programme (UNDP). A major part of these collaborations
is concerned with the elaboration of an index measuring the vulnerability of populations
to natural hazards. ThatDisaster Risk Index, inspired by the famousHuman Development
Index, is intended to help UNDP to adapt their actions and to be usedin further studies on
the subject. Another part is concerned with the elaborationof a global flood map.
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Préambule

Rédiger ce préambule est une gageure. C’est en effet l’endroit où l’on doit, je suppose,
justifier par une habile rhétorique, le plus souventa posteriori, la cohérence de sa trajec-
toire scientifique. Il ne devrait y avoir de place ici ni pour le hasard, ni pour la fantaisie. Si
l’on compare la recherche au creusage de trous pour trouver des objets intéressants, on est
censé creuser au même endroit pour obtenir un trou de plus en plus profond. Les change-
ments de direction pour éviter un obstacle ou pour aller dansune direction plus féconde
sont justifiables. Une autre opération risquée mais valorisée est celle de commencer un
trou non loin de là en espérant faire communiquer les deux trous un jour.

Ce n’est évidemment pas le cas ici. Nul tunnel n’est possibleentre l’étude asympto-
tique des fonctions harmoniques sur des variétés et l’étudede la vulnérabilité des popu-
lations aux catastrophes naturelles. Je n’essaierai donc pas de faire croire qu’on peut en
creuser un. Je me contenterai de décrire les circonstances qui ont amené à un tel état de
fait.

Si l’on considère le premier trou, on voit déjà une évolutiondu monde continu vers
le monde discret qui était prémonitoire. Si les mathématiques m’ont attiré au début par
leur abstraction et leur déconnexion du monde réel, je me suis assez vite aperçu que cette
abstraction menait aussi à un isolement. Parmi ses voisins de bureau, combien sont ca-
pables de comprendre vraiment ce que fait un mathématicien fondamental ? Au mieux,
il arrivera, en vulgarisant, à faire passer quelques subtilités aux gens travaillant dans son
thème. Le travail sur les arbres que j’ai effectué était déjàune conséquence de ce fait : je
voulais que les probabilistes puissent comprendre ma démarche. J’ai aussi mis beaucoup
d’énergie (et j’en mets encore beaucoup) dans différentes actions de vulgarisation, pour
combattre cet isolement. Par ailleurs, les objets discretsm’ont paru plus concrets. Je vou-
lais pouvoir construire plus aisément des exemples, éventuellement représenter des objets
sur une machine. Bref, je devenais un mathématicien constructiviste, ou plutôt effectif
comme on dit maintenant. Cet aspect-là est très visible dansles travaux en cours décrits
dans la dernière partie, où l’on voit apparaître combinatoire, algorithmes, et calculs ap-
prochés.

Mon premier contact avec les applications est, lui, dû à deuxconcours de circons-
tances. D’abord j’ai eu envie d’un changement d’air mathématique et j’ai pris temporai-
rement un poste à l’université de Genève. Il se trouve qu’on me demandait d’enseigner
des statistiques et j’en ai donc appris quelques bases. Le deuxième pas est, lui aussi,
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dû au hasard. J’animais avec des collègues une journée de présentation des disciplines
de l’université aux futurs étudiants (l’équivalent de notre journée du lycéen). Lors d’une
pause, je visitais les stands des autres disciplines lorsque je suis tombé sur un stand pré-
sentant un certificat de troisième cycle degéomatique environnementale(j’explique un
peu à quoi correspondent ces termes dans la deuxième partie). J’avais toujours été fasciné
par les images satellites et ai donc commencé à discuter. L’année d’après, je passais ce
certificat et effectuais mon mémoire au GRID/Europe, un bureau de l’ONU dépendant du
Programme de Nations Unies pour l’Environnement. Les projets et l’ambiance très dyna-
mique que j’ai rencontrés là, qui ne correspondent à vrai dire pas vraiment au stéréotype
onusien, m’ont encouragé à développer une convention avec la section de mathématiques
où j’avais mon poste, pour que je puisse y travailler partiellement. Le rythme des projets
était assez soutenu et la priorité était à la production concrète, non à la publication scien-
tifique. Cela explique par exemple, sans l’excuser, que le travail sur les cyclones ne soit
pas publié dans une revue scientifique. Ce fait a étonné récemment un des spécialistes du
milieu qui construit lui aussi une base de données globale des cyclones. Le côté le plus
novateur des travaux effectués par le GRID me semble être l’approche globale, que je
décris dans la deuxième partie.

Par ailleurs, j’ai développé, depuis mon retour à Grenoble,une composante d’enca-
drement doctoral. J’ai d’abord effectué un cours de M2R et encadré un mémoire. Un an
plus tard, Hervé Pajot m’a proposé de co-encadrer la thèse deCamille Petit. Je présente
certains de ses résultats à la fin de la première partie.
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Chapitre 1

Fonctions harmoniques et géométrie
hyperbolique

1.1 Présentation générale

Depuis un siècle et le théorème de Fatou, on étudie la convergence radiale ou non-
tangentielle des fonctions harmoniques. On s’est progressivement aperçu que les diffé-
rents critères d’une telle convergence exprimés dans le disque ou le demi-espace eucli-
diens s’expriment plus naturellement dans la métrique hyperbolique (de courbure−1).
Par ailleurs, depuis les années 70, une nouvelle approche deces critères initiée par Jean
Brossard et basée sur l’utilisation du mouvement Brownien est apparue. L’alliance de la
géométrie et des probabilités a permis de démontrer des critères de convergence non-
tangentielle d’abord dans les variétés de courbure négative, puis dans le cas discret des
arbres et très récemment dans le cas des groupes hyperboliques (Camille Petit).

1.1.1 La convergence non-tangentielle dans le cadre euclidien

L’étude de la convergence non-tangentielle des fonctions harmoniques a commencé
au début du XX-ème siècle avec le théorème de Fatou [47] : une fonction harmonique
positive sur le disque unité admet en presque tout pointθ du bord (pour la mesure de Le-
besgue) unelimite non-tangentiellefinie, c’est-à-dire une limite dans tout cône de sommet
θ et d’angle strictement inférieur àπ/2 (voir figure 1.1).

Ce théorème était global (hypothèse de positivité, conclusion) et il était naturel de
chercher des conditions pouvant entraîner la convergence non-tangentielle en des points
donnés, sous des conditions locales. De tels critères ne pouvaient être vrais qu’à un en-
semble de mesure nulle près, étant donné que même la positivité globale n’entraînait pas
l’existence de limites non-tangentielles en tout point. Par ailleurs il était aussi naturel
d’étendre le résultat en dimension quelconque et pour des questions pratiques, il était plus
commode de considérer le demi-espace euclidien.
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FIGURE 1.1 – Convergence non-tangentielle

Le premier critère de convergence est labornitude non-tangentielle, ce qui fut prouvé
en 1916 par I.I. Privalov dans le cas du disque [63] et en 1950 par A.P. Calderón dans
le cas du demi-espace [33], lapositivitéétant suffisante comme l’a remarqué plus tard
L. Carleson [34].

Un autre critère est la finitude del’intégrale d’aire, appelée aussiintégrale de Lusin.
Ce critère a été prouvé en dimension 2 par le résultat de J. Marcinkiewicz et A. Zygmund
[56] (1938) d’une part et celui de D.C. Spencer d’autre part [65](1943), puis en dimension
supérieure par les résultats de A.P. Calderón [32] (1950) etE.M. Stein [66] (1961).

Dans les années 80, R.F. Gundy et M.L. Silverstein ont introduit la notion dedensité
de l’intégrale d’aire[49] et un critère correspondant a été montré peu après par J.Brossard
[31] par des méthodes probabilistes.

1.1.2 Énoncés des critères

Nous allons maintenant énoncer en détail ces différents critères dans le cas du demi-
espaceRν ×R⋆

+. Les points de cet espace seront notész= (x,y) et si θ est un point du
bordRν, le cône basé enθ, d’axe “vertical”, d’angleα et tronqué à hauteur 1 sera notéΓθ

α
(voir figure 1.2).

Les deux premiers critères sont rassemblés dans le théorèmesuivant :

Théorème 1.1.1(Calderón-Stein)
Soit u une fonction harmonique surRν×R⋆

+. Pour presque tout pointθ du bord (pour
la mesure de Lebesgue), les trois propriétés suivantes sontéquivalentes :

(i). Pour toutα < π/2, u(z) admet une limite lorsque z tend versθ en restant dansΓθ
α ;

(ii). Pour toutα < π/2, la fonction u est bornée surΓθ
α ;
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z= (x,y)

θx

y

1

Rν

R⋆
+

α

Γθ
α

FIGURE 1.2 – Convergence non-tangentielle dans le demi-espace

(iii). Pour tout α < π/2, l’ intégrale d’aireest finie :
∫

Γθ
α
|∇u(x,y)|2y1−νdxdy<+∞.

Remarquons qu’en remplaçant, dans ces propriétés, le quantificateur universel par le
quantificateur existentiel, on obtient des propriétés non seulement équivalentes entre elles
mais aussi équivalentes à celles ci-dessus, toujours à un ensemble de mesure nulle près.

Ce théorème a été redémontré par la suite par J. Brossard par des méthodes proba-
bilistes utilisant mouvement brownien et martingales [29,30]. Les travaux décrits ici
doivent beaucoup à cette approche.

La densité de l’intégrale d’aire est, quant à elle, définie par les formules

Dr
α(θ) =

1
2

∫
Γθ

α
y1−ν∆|u− r|(dz) =

∫
Γθ

α
y1−ν|∇u(z)|σr(dz),

où σr est la mesure d’hypersurface de l’ensemble de niveau{u = r}. Le dernier critère
s’énonce alors ainsi :

Théorème 1.1.2(Brossard)
Soit u une fonction harmonique surRν×R⋆

+ etα < π/2. Pour presque tout pointθ du
bord (pour la mesure de Lebesgue), les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i). u(z) admet une limite lorsque z tend versθ en restant dansΓθ
α ;

(ii). supr Dr
α(θ)<+∞ ;

(iii). D 0
α(θ)<+∞.
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1.1.3 Un point de vue géométrique

Depuis plus de trente ans, on a remarqué que les objets ci-dessus s’exprimaient plus
simplement si on munissait le demi-espace de la métrique de Poincaré, ce qui est encore
plus troublant en dimension 2 où les fonctions harmoniques euclidiennes et hyperboliques
coïncident.

Pour commencer, le bord devient le bord “à l’infini” (ou bord géométrique), les rayons
deviennent des rayons géodésiques (géodésiques paramétrées par[0,+∞[) et les cônes
deviennent des voisinages tubulaires de rayons géodésiques. La convergence non-tangen-
tielle est donc fortement liée à la géométrie de l’espace et le théorème de Fatou a d’ailleurs
été progressivement prouvé dans de nombreux cadres : ouverts lipschitziens, espace hy-
perbolique, variétés riemanniennes simplement connexes de courbure négative pincée
[24, 20], groupe libre [44, 38], arbres [35], graphes hyperboliques au sens de Gromov
[21].

Contrairement au théorème de Fatou, les critères ponctuelsont été assez peu dévelop-
pés dans d’autres cadres que le demi-espace euclidien. L’intégrale d’aire reçoit cependant
une expression plus simple et naturelle, puisqu’elle devient l’intégrale d’un gradient au
carré, c’est-à-dire une énergie [19] :

∫
Γθ

α
|∇u(x,y)|2y1−νdxdy=

∫
Γθ

α
|∇hypu|2hypdvhyp.

Pourtant, les seuls travaux sur l’intégrale d’aire dans un cadre non-euclidien étaient ceux
d’A. Korányi et R.B. Putz sur les espaces symétriques [53, 54] (qui utilisent fortement la
structure algébrique du groupe d’isométrie de l’espace considéré). La densité de l’inté-
grale d’aire perd elle aussi le terme eny, mais n’avait jamais été considérée dans un cadre
non-euclidien.

1.1.4 Choix de la méthode probabiliste

Cependant, même si les critères s’expriment naturellementdans un cadre géomé-
trique, il n’en va pas de même des démonstrations originalesde ces critères qui utilisent
des formules très explicites et des méthodes spécifiques au cadre euclidien.

Les démonstrations probabilistes ultérieures semblaientbeaucoup plus flexibles et
adaptables. Elles reposent sur l’introduction d’une notion de convergence de la fonction
harmonique le long des trajectoires browniennes. Pour comparer cela à la convergence
non-tangentielle, il faut pouvoir conditionner le mouvement brownien à sortir en un point
donné du bord, ce qui se fait par la méthode desh-processus de Doob. Cette méthode
fonctionne dans le cas du bord de Martin, bord défini par la théorie du potentiel à l’aide
des fonctions de Green. Il en résulte que ces méthodes probabilistes n’ont de chances de
fonctionner que si on sait relier le bord géométrique qui permet de définir les notions
non-tangentielles et le bord de Martin permettant de définirles notions browniennes cor-
respondantes.
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On sait que ces deux bords, bord géométrique et bord de Martin, coïncident dans des
cadres hyperboliques au sens large : variétés de courbure négative [24, 20], mais aussi
arbres [35] et plus généralement graphes hyperboliques au sens de Gromov [21, 22] sous
certaines conditions.

1.1.5 La stratégie

On se place donc dans le cadre général suivant : on considère un espace géométrique
(continu ou discret) “hyperbolique” dans un des sens vus plus haut. La métrique (rieman-
nienne ou discrète) permet de définir la notion de géodésiquepuis de bord géométrique :
on peut donc parler de convergence non-tangentielle. Elle permet aussi de définir l’éner-
gie non-tangentielle et un laplacien qui détermine les fonctions harmoniques. Ce laplacien
permet par ailleurs de définir une diffusion (mouvement brownien ou marche aléatoire).

L’“hyperbolicité” entraîne la coïncidence du bord de Martin avec le bord géométrique,
ce qui permet de comparer en un point du bord la convergence non-tangentielle d’une
fonction harmonique et sa convergence le long des trajectoires aléatoires sortant en ce
point, qu’on appelle convergence stochastique. De la même manière, chacun des critères
non-tangentiels vus précédemment a un analogue stochastique le long des trajectoires
aléatoires.

L’équivalence entre les différentes propriétés stochastiques peut se montrer en général
à l’aide des théorèmes de convergence des martingales, maiscela peut être délicat dans le
cas discret.

Il se trouve cependant que les propriétés stochastiques ne sont pas équivalentes aux
propriétés non-tangentielles en général, comme le montre le contre-exemple de Burkhol-
der et Gundy (voir par exemple [42]), mais on peut tout de mêmetrouver des passerelles
qui permettent de démontrer les critères non-tangentiels.

1.2 Le cas des variétés

On se place ici dans une variété riemannienneM (de classeC∞ et de dimensiond ≥
2), complète, simplement connexe et dont la courbure sectionnelle est pincée entre deux
constantes strictement négatives : 0>−a2≥K ≥−b2. Une telle variété est homéomorphe
à la boule ouverteBd d’après le théorème de Cartan-Hadamard.

L’opérateur de Laplace-Beltrami est donné en fonction de lamétrique par la formule

∆ =

(
− 1√

detg

) n

∑
i, j=1

∂
∂xi

(
(
√

detg)gi j ∂
∂x j

)

et une fonctionf est diteharmoniquesi ∆ f = 0.
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1.2.1 Bord(s) à l’infini

D’une part, lebord géométriquedeM est défini comme l’ensemble des rayons géo-
désiques quotienté par la relation d’asymptoticité [45] : deux rayons géodésiquesα et β
sontasymptotessi d(α(t),β(t)) est bornée sur[0,+∞[. Ce bord fournit une compactifi-
cation deM grâce à la topologie des cônes (ces cônes n’ont rien à voir avec les cônes
non-tangentiels du cas euclidien). Comme on a une variété deCartan-Hadamard, on sait
que cette compactification est topologiquement la compactification de la boule ouverte
par la sphèreSd−1.

D’autre part, le bord permettant une représentation intégrale des fonctions harmo-
niques positives est lebord de Martin, défini à partir des noyaux de Green [24]. Il fournit
aussi une compactification topologique deM.

Ces deux compactifications coïncident d’après M.T. Anderson et R. Schoen [24]. Ce
résultat est aussi un cas particulier des travaux théoriques d’A. Ancona [20] sur lesquels
nous reviendrons. Le bord unique ainsi obtenu sera noté∂M et la compactificationM.

On peut résoudre sur ce bord leproblème de Dirichlet[68, 23] : toute fonction conti-
nue sur le bord se prolonge continûment de manière unique en une fonction harmonique
sur M à l’aide d’une formule intégrale faisant intervenir la famille desmesures harmo-
niques µ= (µx)x∈M :

f̃ (x) =
∫

∂M
f (θ)dµx(θ).

Ces mesures sont toutes équivalentes ce qui fournit une notion deµ-négligeabilité pour
les parties du bord. Lenoyau de Poisson, obtenu usuellement comme limite de noyaux de
Green normalisés, peut aussi être défini comme dérivée de Radon-Nykodim de mesures
harmoniques :pθ(x) = dµx/dµo(θ), après choix d’un point baseo.

Cette notion de négligeabilité permet d’énoncer un “théorème de Fatou”, démontré
par les mêmes auteurs [24, 20] :

Théorème 1.2.1Pour une variété M vérifiant les hypothèses précédentes, unefonction
harmonique positive admet en µ-presque tout point du bord∂M une limite non-tangen-
tielle.

La notion de limite non-tangentielle est ici celle annoncéedans la présentation générale et
décrite plus précisément dans la sous-section suivante où sont énoncés tous les résultats
non-tangentiels que j’ai obtenus pour les variétés.

1.2.2 Résultats non-tangentiels

Suite aux remarques précédentes, on appelletube (non-tangentiel)en θ de rayonc
l’ensemble

Γθ
c = {x∈ M|d(x,γθ)< c},
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où c > 0 et γθ est l’unique rayon géodésique joignanto à θ ∈ ∂M. Nous dirons qu’une
fonctionu converge non-tangentiellementversl enθ si pour toutc> 0, u(z) tend versl
quandz tend versθ en restant dansΓθ

c.
On peut aussi introduire les autres propriétés non-tangentielles. Nous dirons que la

fonctionu estbornée non-tangentiellementenθ si les restrictions deu aux tubesΓθ
c sont

bornées. Nous appelleronsénergie non-tangentiellede la fonctionu sur le tubeΓθ
c la

quantité

Jθ
c (u) =

∫
Γθ

c

|∇u|2dvM = ||∇u||2L2(Γθ
c)
,

qui correspond à l’intégrale d’aire du cas euclidien. On parle definitude de l’énergie non-
tangentiellelorsque l’énergie est finie pour toutc> 0.

L’objet principal de ma thèse a été la preuve en courbure négative d’un résultat ana-
logue au théorème de Calderón-Stein [18, 19] :

Théorème 1.2.2Pour une fonction harmonique sur M, convergence non-tangentielle,
bornitude non-tangentielle et finitude de l’énergie non-tangentielle sont trois propriétés
µ-presque partout équivalentes.

Remarquons que, comme dans le cas euclidien, on peut se restreindre à des tubes de
rayonc fixés et obtenir des propriétésµ-presque partout équivalentes entre elles et à celles
ci-dessus.

Un peu plus tard, j’ai étendu ce résultat à d’autres opérateurs que le laplacien [19].
Pour cela, on définit l’énergie associée à un opérateur elliptiqueL par

∫
L(u2). On a alors :

Théorème 1.2.3Soit L un opérateur elliptique adapté et faiblement coercifsur M, tel
que L·1= 0 et que la fonction de Green tende vers0 à l’infini.

Alors le théorème précédent s’étend aux fonctions L-harmoniques (avec la notion
d’énergie ci-dessus).

Il restait aussi la question d’un critère analogue à celui dela densité de l’intégrale
d’aire [31]. Pour obtenir un tel critère, il a été pratique deprouver un théorème de Fatou
“local”, qui a aussi comme corollaire un critère remplaçantla bornitude deu par une
minoration (ou majoration) [2]. Ces deux résultats se sont révélés être conséquences de
travaux antérieurs sur la convergence admissible par H. Arai [25, 26], la comparaison avec
la convergence non-tangentielle étant due à A. Korányi et P.Cifuentes [37].

Pour les énoncer, nous avons besoin d’une définition : siU est un ouvert deM et
θ ∈ ∂M, on dit queθ esttangentielpourU si l’ensembleΓθ

c \U est borné pour toutc> 0.
On a alors les résultats :

Théorème 1.2.4(Fatou local) Soit U un ouvert de M. Si u est une fonction harmonique
positive sur U, pour µ-presque tout pointθ tangentiel pour U, la fonction u admet une
limite non-tangentielle enθ.
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Corollaire 1.2.5 (Fatou ponctuel) Soit u une fonction harmonique sur M. Pour µ-presque
tout pointθ du bord, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i). La fonction u converge non-tangentiellement enθ ;

(ii). Pour tout c> 0, u est minorée surΓθ
c ;

(iii). Il existe c> 0 tel que u soit minorée surΓθ
c.

Ces deux résultats sont utiles dans la preuve du critère de ladensité de l’énergie [1]
que nous allons maintenant énoncer. Pour une fonction harmoniqueu et θ ∈ ∂M, on pose

Dr
c(θ) =−1

2

∫
Γθ

c

∆|u− r|(dx).

On a alors le

Théorème 1.2.6Soit u harmonique sur M et c> 0.
Alors u converge non-tangentiellement en µ-presque tout point θ∈ ∂M tel que D0

c(θ)<
+∞.

Nous allons maintenant évoquer les différents ingrédients, puis les articulations lo-
giques des preuves de ces résultats.

1.2.3 Conditionnement et résultats stochastiques

Le mouvement brownien(Xt)t est le processus de diffusion associé au laplacien [57,
61], à valeurs dansM. Avec les hypothèses précédentes surM, il n’y a pas d’explosion,
c’est-à-dire que le brownien est défini pour toutt ∈ R+. Pour chaquet, Xt est une variable
aléatoire et pour presque toutω, t 7→ Xt(ω) est une trajectoire continue. Si on considère
seulement les trajectoires partant d’un point basex, on obtient une probabilitéPx. La loi
du brownien est donc donnée par la famille de probabilités(Px)x∈M.

Il se produit alors un phénomène crucial observé par J.J. Prat [62] : sous les hypothèses
précédentes surM, Px-presque sûrement, la trajectoire converge vers un point dubord (lui
même variable aléatoire), c’est-à-dire que, pourPx-presque toutω ∈ Ω, il existeθ ∈ ∂M
tel que

lim
t→+∞

Xt(ω) = θ.

Si on noteX∞(ω) cette limite, la loi deX∞, loi “de sortie” du brownien, se trouve être la
mesure harmoniqueµx rencontrée précédemment.

On peut alors conditionner le brownien à sortir par un point donnéθ du bord, cela par
la méthode desh-processus de Doob [40, 18]. On obtient ainsi des probabilitésPθ

x .
Définissons alors les analogues stochastiques des propriétés non-tangentielles. Soit

u une fonction harmonique. Si on regarde le comportement deu le long de toutes les
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trajectoires browniennes, il y aPx-presque sûrement équivalence le long de la trajectoire
entre la convergence deu, sa bornitude et la finitude de l’énergie

J⋆ =
∫ +∞

0
|∇u(Xt)|2dt,

cela découlant aisément du théorème de convergence des martingales.
Conditionnant le brownien à sortir en un pointθ du bord, les évènements ci-dessus

étant asymptotiques, on obtient que la convergence, la bornitude ou la finitude de l’éner-
gie arrivent chacune avec probabilité 0 ou 1, si on force le brownien à sortir enθ. Cela
définit donc des notions deconvergence stochastique, bornitude stochastiqueet finitude
de l’énergie stochastiqueenθ ∈ ∂M. On déduit du résultat ci-dessus le

Lemme 1.2.7 Pour une fonction u harmonique sur M, la convergence stochastique, la
bornitude stochastique et la finitude de l’énergie stochastique sont des notions équiva-
lentes en µ-presque tout point du bord.

Rappelons cependant que ces notions ne sont pas presque partout équivalentes aux no-
tions non-tangentielles correspondantes. Il découle de ladémonstration du théorème 1.2.2
que les propriétés non-tangentielles entraînent les propriétés stochastiques et on peut re-
monter ponctuellement des propriétés stochastiques aux propriétés non-tangentielles sous
une hypothèse d’uniforme continuité comme on le verra dans le corollaire 1.2.18.

1.2.4 Un lemme géométrique

Pour un borélienE ⊂ ∂M, on noteΓc(E) = ∪θ∈EΓθ
c la “tente” s’appuyant surE (voir

figure 1.3). Le lemme clé suivant a beaucoup de corollaires très utiles. On peut en voir
une démonstration très concise dans le cours d’A. Ancona à Saint-Flour ([22]) et détaillée
dans ma thèse ([18]).

Lemme 1.2.8 Il existeη > 0 tel que, pour tout borélien E de∂M, on ait

∀x 6∈ Γc(E), Px[X∞ 6∈ E]≥ η.

On en a tiré alors le résultat suivant (voir [19]) :

Corollaire 1.2.9 Pour E borélien de∂M, on note fE(x) = Px[X∞ ∈ E].
Alors, pour toutθ ∈ ∂M tel que fE converge non-tangentiellement vers1, Γc(E)

contient une “pointe”Γθ
e \B(o,R) de tout tubeΓθ

e, e> 0.
Par ailleurs, cette hypothèse surθ est vérifiée pour µ-presque toutθ ∈ E.

Plus tard, on a introduit la notion de pointθ ∈ ∂M tangentiel pour une partieU deM,
définie par la bornitude de tous les ensemblesΓθ

e \U , e> 0. On a alors montré ces deux
corollaires (voir [2]) :
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Γc(E)

E

o

FIGURE 1.3 – L’ensembleΓc(E)

Corollaire 1.2.10 Soit U un ouvert de M. Alors, pour µ-presque toutθ ∈ M tangentiel
pour U, le mouvement brownien “finit sa vie” dans U (i.e. Xt ∈U pour t grand).

Corollaire 1.2.11 Soit U un ouvert connexe de M contenant le point base o etτ le temps
de sortie de U.

Alors, pour µ-presque toutθ tangentiel pour U, Pθo [t =+∞]> 0.

1.2.5 Inégalités de Harnack

On se sert très fréquemment des différentes inégalités de Harnack.

Théorème 1.2.12(Inégalité de Harnack usuelle) Soient U un ouvert connexe deM et K
une partie compacte de U. Il existe alors une constante C telle que, pour toute fonction u
harmonique positive sur U, on ait

sup
K

u≤C · inf
K

u.

Pour énoncer la deuxième, il nous faut introduire quelques notations : pourx∈ M, ξ un
vecteur tangent enx et un angleα, on noteΛ(x,ξ,α) le cône ouvert (usuel) de sommetx,
directionξ et d’angleα, c’est-à-dire la réunion des rayons géodésiques (ouverts)partant
dex et faisant un angle avecξ strictement inférieur àα. On noteΛ(x,ξ,α) le cône fermé
correspondant. Enfin, on noteT(x,ξ,α) = Λ(x,ξ,α)\B(x,1) le cône (fermé) tronqué cor-
respondant. On a alors le

Théorème 1.2.13(Principe de Harnack à l’infini) Pour toutα ∈]0,π/2[, il existe une
constante C telle que pour tout(x,ξ) ∈ TM on ait la propriété suivante :
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Λ(z,ξ,α)

T(z,ξ,α/2)x

z

y

FIGURE 1.4 – Sous-multiplicativité des fonctions de Green

Si u et v sont deux fonctions harmoniques strictement positives surΛ(x,ξ,α) tendant
vers0 à l’infini (pour la topologie deM), alors

sup
T

u
v
≤C · inf

T

u
v
,

où T= T(x,ξ,α/2).

Ce principe est le point clé de l’identification entre bord géométrique et bord de Martin
[24, 20]. Il nous servira très souvent, surtout dans la formulation en termes de fonctions
de Green qu’en a donné A. Ancona [20] :

Théorème 1.2.14(Sous-multiplicativité de fonctions de Green) Pour toutα ∈]0,π/2[, il
existe une constante C telle que, quels que soient les pointsx, y et z tels qu’on puisse
trouver une directionξ vérifiant x 6∈ Λ(x,ξ,α) et y∈ T(x,ξ,α/2) (voir figure 1.4), on ait

G(x,y)≤C ·G(x,z)G(z,y).

1.2.6 Suites de boules non-tangentielles

La propriété suivante est démontrée par A. Ancona [22] dans un cadre de théorie du
potentiel, mais on en a donné une démonstration probabilistico-géométrique dans [2]. Elle
repose sur le principe de Harnack à l’infini.

Proposition 1.2.15 Soit une suite de boules fermées de rayon fixé dont les centrestendent
non-tangentiellement vers un pointθ du bord, et soit x∈ M (voir figure 1.5).

Alors le mouvement brownien rencontre Pθ
x -presque sûrement une infinité de boules

de cette suite.
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FIGURE 1.5 – Suite de boules non-tangentielle

On en tire trois corollaires fondamentaux :

Corollaire 1.2.16 SoitΓθ
c un tube non tangentiel enθ ∈ ∂M. Alors Pθ

x -p.s., le mouvement
brownien rentre et sort de ce tube à des instants arbitrairement proches de l’infini.

Corollaire 1.2.17 Pour une fonction u quelconque, s’il y a à la fois convergencenon-
tangentielle et convergence stochastique enθ, alors les limites sont égales.

Corollaire 1.2.18 Si une fonction quelconque u admet une limite stochastique len θ et
est uniformément continue sur le tubeΓθ

c, alors u(x) converge vers l lorsque x tend versθ
en restant dansΓθ

e, cela pour tout sous-tubeΓθ
e, e< c.

1.2.7 Idées des preuves

Pour démontrer le théorème 1.2.2 (critères de la bornitude et de la finitude de l’éner-
gie), comme la convergence entraîne la bornitude, il reste àmontrer deux implications.

Pour montrer que la bornitude entraîne la finitude de l’énergie, on considère la réunion
Γ des tubes de rayonc sur lesquels|u| ≤ n. Si τ est le temps de sortie de cet ensemble, la
propriété de martingale du mouvement brownien assurant que

Mt = u2(Xt)−
∫ t

0
|∇u(Xs)|2ds

est une martingale locale, un théorème d’arrêt et la convergence monotone fournissent

Eθ
0

[∫ τ

0
|∇u(Xs)|2ds

]
<+∞.
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En conditionnant un résultat classique de théorie du potentiel, on transforme cette inéga-
lité en (GΓ étant la fonction de Green deΓ) :

∫
Γ
|∇u(y)|2GΓ(o,y)pθ(y)dy<+∞.

Pour obtenir une énergie, il reste alors à minorerGΓ(o,y)pθ(y). Un lemme d’A. An-
cona [22], redémontré dans la thèse, permet de comparer dansun tube enθ, le noyau de
Poissonpθ et la fonction de Green globaleG(o, ·). Pour comparer la fonction de Green
deΓ et la fonction de Green globale, on démontre alors le lemme suivant qui a un intérêt
propre :

Lemme 1.2.19Soit U un ouvert de M contenant un tubeΓθ
c. Si on noteτ le temps de

sortie de U, on a, pour e< c,

lim
x→θ, x∈Γθ

e

GU (o,x)
G(o,x)

= Pθ
o [τ =+∞].

Ce lemme repose sur une interversion de limites plutôt délicate à justifier en utilisant
plusieurs fois le principe de Harnack à l’infini.

On montre ensuite que la finitude de l’énergie entraîne la convergence en deux étapes :
on montre d’abord que l’énergie stochastique est finie, ce qui prouve la convergence sto-
chastique par le lemme 1.2.7, puis on montre une certaine continuité uniforme, ce qui
permet de revenir à la convergence non-tangentielle à l’aide du corollaire 1.2.18. Pour
passer de l’énergie non-tangentielle à l’énergie stochastique, on introduit la réunionΓ′

des tubes de rayonc sur lesquels l’énergie est bornée parn et v le prolongement harmo-
nique de l’indicatrice des points à l’infini deΓ′. On considère alors la quantité

Iα = Eo

[∫ +∞

o
|∇u(Xt)|21({v≥α})(Xt)dt

]
,

dont la finitude, pour un quelconqueα ∈]0,1[, entraîne rapidement la finitude de l’énergie
stochastique aux points voulus. Prouver cette finitude est un point délicat qui utilise le
principe de Harnack à l’infini et que nous ne détaillerons pasici. Il reste ensuite à montrer
une certaine continuité uniforme ce qui se fait avec la

Proposition 1.2.20 Si u est une fonction harmonique d’énergie non-tangentielle Jθ
c (u)

finie, alors|∇u| est bornée sur tout sous-tubeΓθ
e, e< c.

Cette proposition se démontre à l’aide de la méthode d’itération de De Giorgi-Nash-
Moser.

L’extension aux opérateurs coercifs (théorème 1.2.3) ne pose pas de problème parti-
culier, si ce n’est de trouver les bonnes hypothèses et de vérifier que tout se passe bien.

Le théorème de Fatou local (théorème 1.2.4) se démontre aisément à l’aide du corol-
laire 1.2.11 et du corollaire 1.2.18. On peut supposer sans perte de généralité queU est
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connexe et queo∈U . Soit τ le temps de sortie deU . Commeu est harmonique,(u(Xt))
est une martingale locale sur[0,τ[ et elle convergePo-presque sûrement (car elle est po-
sitive). Une formule de désintégration dePo sur lesPθ

o assure que pourµ-presque tout
θ ∈ ∂M, (u(Xt)) convergePθ

o -presque sûrement. Le lemme 1.2.11 entraîne donc que pour
µ-presque toutθ tangentiel pourU ,

Pθ
o [τ =+∞ et (u(Xt)) converge]> 0.

On se fixe alors unθ vérifiant ces deux conditions. On prolonge la fonctionu en ũ en
lui donnant la valeur 0 hors deU . La probabilité précédente étant non nulle,(ũ(Xt))
converge lorsquet tend vers+∞ avec probabilitéPθ

o positive, puis égale à 1 par la loi
0−1 asymptotique. On a donc convergence stochastique deũ, puis def = ln(ũ+1), au
pointθ.

Par ailleurs,u+1 est harmonique et positive surU et une version infinitésimale de
l’inégalité de Harnack (Cheng-Yau, [36]) assure que ln(u+1), puis f , est uniformément
continue surΓ = Γθ

c+1 \B(o,R) pourvu queR soit choisi tel qu’unη-voisinage deΓ soit
inclus dansU (η > 0), ce qui est possible carθ est tangentiel pourU . Le corollaire 1.2.18
assure enfin la convergence non-tangentielle def , puis deu, dans le tubeΓθ

c.
Le théorème de Fatou ponctuel (théorème 1.2.5) s’en déduit aisément : pour montrer

la seule implication non triviale ((iii)⇒(i)), on fixec> 0 et, pourN ∈ N, on pose

AN = {θ ∈ ∂M|∀x∈ Γθ
c,u(x)≥−N}.

Par dénombrabilité, il suffit de la convergence non-tangentielle enµ-presque tout point
desAN. Soit

U =
⋃

θ∈AN

Γθ
c.

Par le théorème de Fatou local appliqué à la fonctionu+N surU , on a convergence non-
tangentielle enµ-presque tout point tangentiel pourU . Or presque tous les points deAN

sont tangentiels pourU d’après le corollaire 1.2.16, ce qui conclut.
Donnons enfin les grandes lignes de la preuve du critère de la densité de l’énergie

(théorème 1.2.6). Comme au-dessus, il suffit de prouver, pour N ∈ N, la convergence non-
tangentielle aux points de

BN = {θ ∈ ∂M|D0
c(θ)≤ N}.

Par intégration,

N ≥
∫

BN

D0
c(θ)µo(dθ) =−1

2

∫
BN

(∫
Γθ

c

∆|u|(dx)

)
µo(dθ).

Avec les notationsΓ = ∪θ∈BNΓθ
c et Hc(x) = {θ ∈ ∂M|x∈ Γθ

c}, ce dernier terme est égal à

−1
2

∫
Γ

µo(Hc(x)∩BN)∆|u|(dx).
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Cette intégrale est donc finie et l’idée est de minorer le termeµo(Hc(x)∩BN) par un noyau
de Green, ce qui permettra une interprétation brownienne. Cela se fait par le principe de
Harnack à l’infini : siuBN = Px[X∞ ∈ AN], c’est une fonction harmonique positive et il
existeα ∈]0,1[ etC,c′ > 0 tels que{uBN > α} ⊂ Γ et

∀x∈ {uBN > α}\B(o,c′), G(o,x)≤C ·µo(Hc(x)∩BN).

En notantV = {uBN > α}, on a donc

−
∫

V\B(o,c′)
G(o,x)∆|u|(dx)<+∞.

On montre alors en appliquant deux fois la formule de Green le

Lemme 1.2.21Soit U un domaine régulier borné contenant o, dont la fonction de Green
est notée GU et le temps de sortieτ. Pour u harmonique sur M, on a

Eo[|u(Xτ)|] = |u(o)|−
∫

U
GU(o,x)∆|u|(dx).

Ce lemme permet dans un premier temps de contrôler ce qui se passe surB(o,c′) et
d’obtenir [2]

−
∫

V
G(o,x)∆|u|(dx)<+∞.

On approche ensuiteV par des domaines bornés réguliersVn auxquels on applique le
lemme, et commeGVn ≤ G, on obtient supnEo[|u(Xτn|] <+∞. Un résultat bien connu de
théorie du potentiel donne alors une décomposition deu en différence de deux fonctions
harmoniques positives surV auxquelles on peut appliquer le théorème de Fatou local.
Toutes deux, et donc aussiu, convergent donc non-tangentiellement en presque toutθ
tangentiel pourV. CommeuBN est harmonique bornée et en utilisant sa définition, les
résultats classiques sur les fonctions harmoniques bornées (voir [19]) assurent qu’elle
converge non-tangentiellement vers 1 en presque tout pointde BN. De tels points sont
tangentiels pourBN ce qui conclut.

1.3 Le cas des arbres

La méthode probabiliste ayant fait ses preuves dans les variétés de courbure négative,
il était tentant de voir ce qu’on pouvait dire dans le cas discret, c’est-à-dire lorsqu’on re-
garde les fonctions harmoniques sur un graphe. Le cas le plussimple est celui des arbres,
qui sont de bons analogues discrets des variétés de courburenégative. Nous pensions
a priori que les arguments du cas continu s’adapteraient sans problème. Cela a été le
cas pour les arguments géométriques, qui sont même considérablement simplifiés par la
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structure d’arbre. Il n’en a pas été de même pour les arguments probabilistes car les mar-
tingales discrètes sont d’un maniement plus délicat que lesmartingales continues. En ce
qui concerne la théorie du potentiel, les démonstrations dans le cas des variétés utilisaient
la connaissance du bord de Martin et des inégalités de Harnack à l’infini [24, 20]. Dans
le cas présent, bien qu’on ait à notre disposition les résultats théoriques d’A. Ancona
[21, 22], il semble plus naturel d’utiliser les résultats antérieurs de P. Cartier sur le bord
de Martin des arbres [35]. Le principe de Harnack à l’infini est alors remplacé par des
estimations reposant sur la structure d’arbre et la propriété forte de Markov, ce qui permet
d’avoir des démonstrations assez dépouillées et des majorations effectives.

La première étape [1] a été de s’intéresser à la convergence radiale, pour deux raisons.
La première était la simplicité, car ce travail avait comme but initial de faire connaître ces
méthodes géométriques à un public probabiliste n’ayant pasà sa disposition les notions
de géométrie différentielle et il importait de ne pas brouiller le message par une tech-
nique superflue. La deuxième était l’intime conviction que dans le cas discret, la conver-
gence radiale et la convergence non-tangentielle étaient des notions presque identiques.
Récemment, L. Atanasi et M. Picardello ont prouvé [27], dansle cas particulier des arbres
réguliers, la p.p. équivalence entre convergence, bornitude et finitude de l’énergie non-
tangentielles, par des méthodes combinatoires assez différentes des nôtres. Il nous a alors
semblé opportun de montrer que nos méthodes s’étendent bienau cas non-tangentiel [3].

1.3.1 Cadre discret

L’espace que nous considérons ici est unarbre, c’est-à-dire un graphe non orienté
(S,A) (une arête étant une partie à deux éléments deS) localement fini, connexe et sim-
plement connexe. On utilisera les notions usuelles dechemin, distance, géodésique.

On munit cet arbre d’unemarche aléatoire(Xn)n∈N aux plus proches voisins, supposée
transiente(conséquence de l’hypothèse d’uniformité faite plus loin). Sa loi est la donnée
d’une famille (Px)x∈S où Px est la probabilité obtenue lorsque le point de départ de la
marche estx. Cette marche définit unlaplacien: pour une fonctionu∈ SR,

∀x, ∆u(x) = Ex[u(X1)].

Une fonction est diteharmoniquesi son laplacien est nul.
D’après P. Cartier [35], la compactification géométrique etcelle de Martin coïncident.

La marche aléatoire converge p.s. vers un point du bord∂S et, si on noteµx la loi de
sortie de la marche partant dex, appelée aussimesure harmonique, on obtient une famille
µ= (µx)x∈S de mesures équivalentes sur∂S.

1.3.2 Notions radiales et non-tangentielles

On se fixe un point baseo. Comme dans le cas des variétés à courbure négative, les
analogues des cônes non-tangentiels euclidiens sont les voisinages tubulaires de rayons
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géodésiques : siθ ∈ ∂S, on noteγθ le rayon géodésique joignanto à θ et, pourc ∈ N,
on noteΓθ

c = {y ∈ S|d(y,γθ) ≤ c}. Soit u une fonction harmonique. Pourc ∈ N, son
énergie c-non-tangentielleenθ estJθ

c (u) = ∑y∈Γθ
c

∆u2(y) et sonénergie radialeenθ est

Jθ(u) = Jθ
0(u) = ∑∞

k=0 ∆u2(γθ(k)). Il y a convergence, bornitude ou finitude de l’énergie
radialedeu enθ selon que(u(γθ(n)))n converge, qu’elle est bornée ou queJθ(u)<+∞.
Il y a convergencenon-tangentielledeu enθ si, pour toutc∈ N, u(y) admet une limite
lorsquey tend versθ en restant dansΓθ

c. Il y a bornitudenon-tangentielle(resp. finitude
de l’énergienon-tangentielle) de u en θ si, pour toutc ∈ N, u est bornée surΓθ

c (resp.
Jθ

c (u)<+∞).

1.3.3 Un premier résultat stochastique

Pour une fonctionu harmonique, l’énergie stochastiqueest la v.a.

J⋆(u) =
∞

∑
k=0

(
∆u2)(Xk)

(termes positifs par harmonicité).
On définit alors les trois événementsL⋆⋆, N ⋆⋆ et J ⋆⋆ par, respectivement, la conver-

gence deu(Xn) lorsquen tend vers∞, sa bornitude et la finitude de l’énergie stochastique.
Contrairement au cas des variétés, on n’obtient pas directement l’égalité presque partout
entre ces trois ensembles. Les théorèmes de martingales sont plus faibles dans le cas
discret et ne permettent d’avoir qu’une inclusion, et elle est moins facile à démontrer.
L’égalité viendra plus tard, comme une conséquence de la démonstration des résultats
non-tangentiels.

Lemme 1.3.1 Pour toute fonction harmonique u (et tout point x), on a

J ⋆⋆
∼⊂ L⋆⋆ ⊂N ⋆⋆

le première inclusion étant Px-presque sûre.

La deuxième inclusion est triviale car toute suite convergente est bornée. Montrons
la première : pour cela, il suffit de montrer que, pour toutN ∈ N, l’ensembleJ ⋆⋆N =
{ω ∈ Ω|J⋆(u)(ω)≤ N} est presque inclus dansL⋆⋆, le résultat cherché en découlant par
réunion dénombrable. Fixons alorsN ∈ N et notonsτN le premier tempsn pour lequel
∑n−1

k=0

(
∆u2
)
(Xk) > N en convenant queτN = ∞ lorsque cela n’arrive pas. Pourn ∈ N,

l’évènement{τN > n+1} étant égal à{∑n
k=0

(
∆u2
)
(Xk) ≤ N} (la somme étant à termes

positifs), il estFn-mesurable. L’événement complémentaire{τN −1 ≤ n} est doncFn-
mesurable etτ′N = τN −1 est un temps d’arrêt. Remarquons que

τ′N−1

∑
k=0

(
∆u2)(Xk)≤ N
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et queτ′N = ∞ si et seulement siJ⋆(u)≤ N. Stoppons alors la martingaleMn = u2(Xn)−
∑n−1

k=0 ∆u2(Xk) au temps d’arrêtτ′N :

Mn∧τ′N ≥−
(n∧τ′N)−1

∑
k=0

∆u2(Xk)≥−N.

Cette martingale étant minorée par une constante, elle est presque sûrement convergente.
Sur l’événementJ ⋆⋆N , d’une partτ′N = ∞, doncMn = Mn∧τ′N est presque sûrement conver-

gente, et d’autre part∑∞
k=0 ∆u2(Xk) converge, doncu2(Xn) a presque sûrement une limite

finie. Pour se ramener à la fonctionu, on utilise une astuce classique : la fonctionv= u+1
est aussi une fonction harmonique et∆v2 = ∆(u2+2u+1) = ∆u2 car 2u+1 est harmo-
nique. Ainsi on peut appliquer àv ce qui précède et, sur l’événementJ ⋆⋆N (qui est le même
pouru et v), v2(Xn) a presque sûrement une limite finie. Commev2 = u2+2u+1, si v2

et u2 ont une limite finie, alorsu en a une. AinsiJ ⋆⋆N

∼
⊂ L⋆⋆, ce qui achève la preuve du

lemme.
La méthode desh-processus de Doob permet là aussi de conditionner la marcheà sortir

en un pointθ donné du bord et on notePθ
x les probabilités conditionnées. Les évènements

asymptotiques vérifient une loi 0–1 et on définit les notionsstochastiquesde convergence,
bornitude et finitude de l’énergie en un pointθ ∈ ∂Spar les ensembles

L⋆ =
{

θ ∈ ∂S|Pθ
x (L

⋆⋆) = 1
}
,

N ⋆ =
{

θ ∈ ∂S|Pθ
x (N

⋆⋆) = 1
}
,

J ⋆ =
{

θ ∈ ∂S|Pθ
x (J

⋆⋆) = 1
}
.

De plus, pourθ ∈ L⋆, la variable aléatoire limu(Xn) estPθ
x -p.s. constante (indépendante

dex) et cette valeur est appelée lalimite stochastiquedeu enθ. En appliquant une formule
de “désintégration” au lemme 1.3.1, on obtient le résultat suivant :

Lemme 1.3.2 Pour toute fonction harmonique u, on a

J ∗
∼⊂ L∗ ⊂N ∗

le première inclusion étant µ-presque sûre (µ étant la mesure harmonique).

1.3.4 Résultats

Les arbres sont de parfaits analogues des variétés de courbure négative. Cela permet,
entre autres, d’avoir un comportement similaire des géodésiques : écartement de deux
géodésiques, unicité du segment géodésique entre deux points, bord à l’infini.
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Nous avions cependant une hypothèse plus forte dans le cas des variétés, à savoir un
pincement de la courbure. Pour traduire cela, on regarde le nombre d’arêtes partant de
chaque point ainsi que leurs poids respectifs : beaucoup d’arêtes avec des poids faibles
signifient que la courbure est très négative. On se convainc alors qu’une bonne hypothèse,
d’ailleurs déjà utilisée dans les travaux de A. Korányi, M.A. Picardello et M.H. Taibleson
[52] et M.A. Picardello et W. Woess [60], est la suivante :

(H ) ∃ε > 0,∃η > 0,∀x∼ y, ε ≤ p(x,y) ≤ 1
2
−η.

Cette hypothèse assure en particulier que le nombre de voisins d’un sommet est mi-
noré par trois et majoré uniformément surS. De plus, elle entraîne que l’arbre est transient,
comme conséquence immédiate du lemme 1.3.4 qu’on verra plusloin. On a alors le

Théorème 1.3.3SoientG = (S,A) un arbre muni d’une marche aléatoire vérifiant l’hy-
pothèse d’uniformité(H ) et u une fonction harmonique.

Alors les convergences non-tangentielle, radiale et stochastique, les bornitudes non-
tangentielle, radiale et stochastique, et les finitudes de l’énergie non-tangentielle, radiale
et stochastique coïncident pour µ-presque tout point du bord.

Remarquons que ces presque partout équivalences ne sont pasdes équivalences, mais
qu’il y a parfois de vraies implications, comme le fait que laconvergence entraînetoujours
la bornitude. Un travail de construction de contre-exemples est en cours pour montrer que
seules les implications triviales sont “vraies”.

1.3.5 Simple connexité et uniformité

On noteH(x,y) la probabilité, partant dex, d’atteindrey. En notantpn(x,y) =Px[Xn=
y], on définit lafonction de Green G(x,y) = ∑∞

n=0 pn(x,y) qui est finie par transience. La
simple connexitéentraîne directement les deux égalités suivantes pour un point z sur le
segment géodésique[x,y] :

H(x,y) = H(x,z)H(z,y) et G(x,y) = H(x,z)G(z,y) (1)

Par ailleurs l’hypothèse d’uniformité (H ) permet de majorer uniformémentH etG :

Lemme 1.3.4

∃CH

(
=

1
2 −η
1
2 +η

)
< 1,∀x 6= y,H(x,y)≤CH .

∃CG

(
=

1
1−CH

)
,∀x,y,G(x,y)≤CG.
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On peut en voir une démonstration dans l’article de M.A. Picardello et W. Woess déjà
cité [60]. Elle consiste à comparer la situation à celle d’une chaîne de Markov unidimen-
sionnelle surN telle qu’en un point différent de 0, la probabilité d’augmenter de 1 vaille
1
2 +η et celle de décroître de 1 vaille12 −η. Dans ce cas particulier, il est possible de
calculer explicitement la probabilité d’atteindre 0 en partant de 1. La comparaison repose
alors sur une récurrence. On trouve dans [1] une preuve à basede martingales due à
C. Leuridan.

Les formules 1 et le lemme 1.3.4 permettent de démontrer trois résultats dont certains
ont un air de “déjà vu” :

Corollaire 1.3.5 (“Lemme d’évitement”)
Soit U une partie connexe de S (au sens de l’introduction). Alors

Px [la marche rencontre U]≤ (CH)
d(x,U).

Pour énoncer les deux résultats suivants, introduisons unenotation : siE est une partie
du bord, on notera

Γ(E) =
⋃

θ∈E

γθ

la réunion des rayons géodésiques pointant versE. On a alors les résultats :

Corollaire 1.3.6 (“Lemme de la fin”)
Soit E un borélien du bord. Alors, pour µ-presque toutθ ∈ E, la marche aléatoire finit

Pθ
o -presque sûrement sa vie dansΓ(E).

Corollaire 1.3.7 (“Lemme des pointes”)
Soit E un borélien du bord. Alors, pour µ-presque toutθ ∈ E, Γ(E) contient une

“pointe” de γ̃θ, c’est-à-dire contient̃γθ sauf un ensemble fini.

1.3.6 Éléments de preuve

Pour plus de commodité, nous noteronsL , N et J , les ensembles de pointsθ du
bord pour lesquels il y a respectivement convergence non-tangentielle, bornitude non-
tangentielle ou finitude de l’énergie non-tangentielle deu en θ. Les ensembles corres-
pondant aux propriétés radiales seront eux notésL r , N r et J r . On rappelle que ceux
correspondant aux propriétés stochastiques sontJ ⋆, L⋆ etN ⋆. Il nous faut montrer que
tous ces ensembles sontµ-presque partout égaux. D’après le lemme 1.3.2, on sait déjàque

J ⋆
∼⊂ L⋆ ⊂ N ⋆ et il est clair queL ⊂ N etL r ⊂ N r , puisqu’une suite convergente est

bornée. De plus, il est clair que chaque propriété non-tangentielle implique la propriété
radiale correspondante :L ⊂ L r , N ⊂N r et J ⊂ J r .

Par ailleurs, puisqu’on est sur un arbre, un chemin partant de o et qui tend vers un
point θ du bord passe forcément par tous les points du segment géodésiqueγθ. Ainsi, si
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X0 = o et X∞ = θ, alors la suite(γθ(n)) est une suite extraite de la suite(Xn) et on a les
inclusionsL⋆ ⊂ L r ,N ⋆ ⊂N r , etJ ⋆ ⊂ J r . Cela entraîne aussi qu’en cas de convergences
stochastique et radiale, les limites sont les mêmes.

En résumé, on a donc les inclusions suivantes :

J ⋆
∼⊂ L⋆ ⊂ N ⋆

∩ ∩ ∩
J r L r ⊂ N r

∪ ∪ ∪
J L ⊂ N

Il est montré dans [1] queN r ∼⊂ J r etJ r ∼⊂ J ⋆, ce qui prouve l’équivalence des notions
radiales et stochastiques. Il est montré dans [3] queL⋆ ⊂ L etN ⊂ J , ce qui achève la
preuve du théorème.

La preuve de l’inclusionJ r ∼
⊂ J ⋆, partant de la même idée que celle de la courbure

négative ne pose pas de problème particulier en utilisant les outils démontrés plus haut et
nous ne la détaillerons pas.

Les démonstrations deN r ∼⊂ J r etN ⊂ J sont largement inspirées des démonstrations
de la courbure négative, mais le cas radial est beaucoup plussimple. Pour le cas non-
tangentiel, on démontre deux lemmes similaires à ceux de la courbure négative, mais par
des méthodes très différentes qui reposent sur des majorations explicites obtenues à l’aide
du lemme 1. Il nous paraît donc intéressant de détailler ici les preuves de ces lemmes. En
revanche, nous ne donnerons pas plus de détail sur les démonstrations de ces inclusions.
Rappelons que le noyau de Martin est défini par

Kθ(x) = lim
y→θ

G(x,y)
G(o,y)

.

Lemme 1.3.8∀c∈ N,∃α > 0,∀θ ∈ ∂S,∀y∈ Γθ
c,G(o,y)Kθ(y)≥ α.

Si U est une partie deS, on définit aussi surU ×U la fonction de Green GU(x,y) deU
comme l’espérance, partant dex, du temps de séjour eny avant de sortir deU .

Lemme 1.3.9 Pour U ⊂ S contenantΓθ
c et τ le temps de sortie de U,

lim
y∈Γθ

c,y→θ

GU(o,y)
G(o,y)

= Pθ
o [τ =+∞].

Montrons alors le lemme 1.3.8. Notonsπ(y) la projection dey surγθ (voir [1]) et remar-
quons que, pourz∈ (π(y),θ),

G(o,z) = H(o,π(y))G(π(y),z) et G(y,z) = H(y,π(y))G(π(y),z)
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d’après la formule 1. Ainsi
G(y,z)
G(o,z)

=
H(y,π(y))
H(o,π(y))

ne dépend plus dez et sa limite quandz tend versθ est donc

Kθ(y) =
H(y,π(y))
H(o,π(y))

.

Puis

G(o,y)Kθ(y) = H(y,π(y))
G(o,y)

H(o,π(y))
= H(y,π(y))H(π(y),y)G(y,y)

par la formule 1. Or
G(y,y)≥ p2(y,y)≥ 3ε2

et
H(y, p(y))H(p(y),y)≥ ε2c

par(H ) et le fait qued(y,π(y))≤ c, ce qui achève la preuve du lemme 1.3.8.
Prouvons alors le lemme 1.3.9 :

GU(o,y) = G(o,y)−Eo[G(Xτ,y)1(τ<+∞)] = G(o,y)

(
1−Eo

[
G(Xτ,y)
G(o,y)

1(τ<+∞)

])

et par définition du noyau de Martin, quitte à intervertir la limite et l’espérance,

lim
y∈Γθ

c,y→θ

GU(o,y)
G(o,y)

= 1−Eo[Kθ(Xτ)1(τ<+∞)] = Pθ
o [τ =+∞].

La dernière égalité est juste une formule de conditionnement [1] que nous avons décidé
de passer sous silence dans cet ouvrage. On justifie cette interversion par le théorème de
convergence dominée. L’idée est de majorer, lorsqueτ est fini, G(Xτ,y)

G(o,y) par un multiple
de Kθ(Xτ). Pour cela on compareG(Xτ,y) et Kθ(Xτ). On note toujoursπ la fonction de
projection surγθ. On distingue deux cas.

Si π(Xτ) ∈ [o,π(y)],

G(Xτ,y)
Kθ(Xτ)

=
G(π(Xτ),y)
Kθ(π(Xτ))

=
G(o,y)
Kθ(o)

= G(o,y),

d’après la formule 1, en remarquant que cette formule entraîne aussi par définition deKθ
et passage à la limite que

Kθ(Xτ) = H(Xτ,π(Xτ))Kθ(π(Xτ)) et Kθ(o) = H(o,π(Xτ))Kθ(π(Xτ)).

Si π(Xτ) 6∈ [o,π(y)], on a encore

G(Xτ,y)
Kθ(Xτ)

=
G(π(Xτ),y)
Kθ(π(Xτ))

.
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Par ailleurs, par sa définition et la formule 1,Kθ(π(Xτ))= (H(o,π(Xτ)))
−1 donc le rapport

ci-dessus est égal à

H(o,π(Xτ))G(π(Xτ),y) = H(o,π(y))H(π(y),π(Xτ))G(π(Xτ),y).

On sait queG est bornée (voir [60, 1]) et H est une probabilité, donc il ne reste plus qu’à
comparerH(o,π(y)) à G(o,y). Or

H(o,π(y))
G(o,y)

= (G(π(y),y))−1

et 1
G est majorée par1

3ε2 .
En réunifiant les deux cas, il existe une constanteβ telle que

G(Xτ,y)
Kθ(Xτ)

≤ β ·G(o,y)

ce qui fournit la majoration voulue et achève la preuve du lemme 1.3.9.
La démonstration deL⋆ ⊂ L utilise un résultat d’A. Ancona [22] similaire au résultat

concernant les suites de boules non-tangentielles sur les variétés, qu’on prouve ici facile-
ment grâce à la simple connexité :

Lemme 1.3.10Si (xn)n est une suite de points de S convergeant non-tangentiellement
vers un pointθ ∈ ∂S, alors la marche conditionnée à sortir enθ passe presque sûrement
par une infinité des xn.

Voyons tout d’abord comment ce lemme permet de démontrer le résultat annoncé. Par
l’absurde, supposons que la fonction harmoniqueu admette une limite stochastiquel ∈ R
en θ mais ne converge pas non-tangentiellement versl en θ. Il existe alors unδ > 0 et
une suite(xn)n convergeant non-tangentiellement versθ tels que, pour toutn, |u(xn)−
l | ≥ δ. Alors la marche(Xk)k rencontrePθ

o -p.s. une infinité dexn par le lemme, ce qui
nous permet d’extraire une suite(Xk j ) j telle que, pour toutj, |u(Xk j)− l | ≥ δ. Ainsi, Pθ

o -
presque sûrement, la fonctionu ne converge pas versl le long de(Xk)k, ce qui fournit la
contradiction cherchée.

Démontrons enfin le lemme 1.3.10. Rappelons que la méthode des h-processus de
Doob consiste à considérer une nouvelle chaîne de Markov définie par

pθ(x,y) =
Kθ(y)
Kθ(x)

p(x,y)

où le noyau de Martin est défini par

Kθ(x) = lim
y→θ

G(x,y)
G(o,y)
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(voir par exemple [43]). Cette formule entraîne directement des formules analogues pour
les pθ

n et les fonctionsHθ et Gθ associées. Considérons alors, pour unn donné, la pro-
jectionyn dexn sur le rayon géodésiqueγθ (voir [1]). Comme la marche partant deo et
conditionnée à sortir enθ passe p.s. paryn d’après la structure arborescente, la propriété
forte de Markov donne

Hθ(o,xn) = Hθ(yn,xn) =
Kθ(xn)

Kθ(yn)
H(yn,xn).

Par définition des noyaux de Martin,

Kθ(xn)

Kθ(yn)
= lim

y→θ

G(xn,y)
G(yn,y)

etG(xn,y) = H(xn,yn)G(yn,y) dès queyn ∈ [xn,y], donc

Hθ(o,xn) = H(xn,yn)H(yn,xn).

La distance dexn à yn étant majorée puisque(xn)n converge non-tangentiellement vers
θ, cette dernière quantité est minorée par une constanteC > 0 par (H ). Par le lemme
de Fatou, la probabilité sachant qu’on sort enθ de rencontrer une infinité dexn est donc
supérieure ou égale àC, et la loi 0–1 asymptotique assure qu’elle vaut donc 1, ce qui
achève la preuve du lemme.

1.4 Le cas des groupes hyperboliques (C. Petit)

La suite logique du cas des arbres était de considérer des graphes hyperboliques vé-
rifiant les hypothèses des travaux d’A. Ancona [21, 22], pouravoir l’identification des
bords nécessaire à notre stratégie. Nous avons cependant utilisé, aussi bien dans le cas
des variétés que dans celui des arbres, des hypothèses d’uniformité qui ne sont pas impli-
quées par l’hyperbolicité. Un cas où cette uniformité est automatique est celui des groupes
hyperboliques.

Il était donc logique de s’attaquer aux groupes hyperboliques avec la même stratégie
globale. On pouvait s’attendre à quelques difficultés au niveau des martingales discrètes,
comme on l’a vu pour les arbres. Par ailleurs, le côté géométrique, traité à coup de théo-
rèmes de comparaison à la courbure constante (du genre théorème de Rauch) dans le cas
des variétés et traité à l’aide de la simple connexité dans lecas des arbres, était à réinven-
ter.

C’est ce qu’à fait Camille Petit, thésard que je co-encadre depuis septembre 2008. Il a
d’abord introduit la notion de “tube” non-tangentiel et démontré le critère de la bornitude :

Setting : We fix now a non-elementary hyperbolic group S, a finite symmetric
generating system Z and a finitely supported probability measureν on S such
that supp(ν) generates S as a semi-group.
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We will note d the distance arising fromZ, δ the hyperbolicity constant,c0

andm1 the admissibility constants ando∈ Sa base point.

Let us now define the non-tangential notions. Ifc> 0 andθ ∈ ∂S, denote by

Γθ
c := {x∈ S|∃γ geodesic ray fromo to θ such thatd(x,γ)< c}

the non-tangential tube of radiusc and vertexθ. A functionu converges non-
tangentially atθ if, for all c> 0, u(x) has a limit asx goes toθ in Γθ

c. In the
same way, the function is non-tangentially bounded atθ if, for all c> 0, u is
bounded onΓθ

c.
Remark that these non-tangential notions do not depend ono, due to the al-
ternative definition of∂Sby geodesic rays ([48]).

Theorem 1.4.1 (Petit)
In the setting above, for a harmonic function u, both following properties are
equivalent for µ-almost allθ ∈ ∂S :

1. the function u converges non-tangentially atθ
2. the function u is non-tangentially bounded atθ

Ce résultat, disponible sur ArXive, est actuellement soumis. Il a ensuite démontré le cri-
tère de l’énergie et affiné celui de la bornitude :

For a harmonic functionu relative to a random walk with finite support on
a non-elementary hyperbolic group, following properties are equivalent for
almost all pointθ of the boundary :

1. the functionu converges non-tangentially atθ
2. the functionu is non-tangentially bounded atθ
3. the functionu has a finite non-tangential energy atθ
4. the functionu is non-tangentially bounded from below (or above) atθ

Ce résultat est écrit et en phase de relecture.
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Chapitre 2

Analyse spatiale et statistique des
données environnementales : une
approche globale des catastrophes
naturelles

Les travaux décrits ici concernent l’analyse spatiale et statistique de données environ-
nementales et sociales en lien avec les catastrophes naturelles. Ils sont menés à l’échelle
mondiale : c’est l’approcheglobale, particulièrement développée par les membres du
GRID/Europe, (organisme relevant du Programme des NationsUnies pour l’Environne-
ment (UNEP)), qui est décrite dans une première section.

Dans une seconde section, nous détaillerons notre contribution à l’élaboration d’un in-
dice de vulnérabilité des populations aux catastrophes naturelles, leDisaster Risk Index,
analogue pour les catastrophes naturelles du célèbreHuman Development Index, permet-
tant à l’ONU de cibler au mieux ses aides et susceptible d’être utilisé dans les travaux
ultérieurs sur le sujet. Cette étude était commanditée par le Programme des Nations Unies
pour le Développement (UNDP).

En dehors de la construction de l’indice lui-même, nous avons aussi participé au trai-
tement d’un type de catastrophe spécifique : les cyclones. Cela sera décrit dans une troi-
sième section.

Dans la dernière section, nous présenterons l’élaborationd’une carte mondiale d’aléas
d’inondations, partie d’un travail plus vaste, leGlobal Assessment Report, qui fait natu-
rellement suite à l’étude précédente.
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2.1 Analyse globale des données environnementales

Depuis une vingtaine d’années, les progrès technologiques, notamment au niveau de
l’imagerie satellite et des capacités de traitement et de stockage des données, ont permis
le développement dans de nombreux domaines de bases de donnéesglobales, c’est-à-dire
recensant les items au niveau mondial.

2.1.1 Le GRID/Europe

Le GRID, Global Resource Information Database, est un organisme dépendant du
Programme des Nations Unies pour l’Environnement (UNEP) chargé de la collecte et
de la diffusion de telles données globales. Une fois les données collectées et traitées, de
nombreux produits cartographiques, mais aussi des analyses, sont diffusés gratuitement
par l’intermédiaire de sites internet et de rapports publics.

Son bureau de Genève, le GRID/Europe, a un statut tripartitespécial, car y participent
aussi l’OFEN (Office Fédéral de l’Environnement, équivalent suisse de notre ministère
de l’environnement) et l’université de Genève. À ce titre, j’ai été partiellement détaché
pendant quatre ans auprès du GRID/Europe lors de mon passageà l’université de Genève.
J’ai depuis collaboré régulièrement avec cet organisme. Enplus de sa mission initiale de
collecte et de diffusion de données, il a certaines spécificités.

Il a développé un départementEarly Warning, dont le but est de repérer très tôt certains
désastres grâce à de l’imagerie satellite. Il s’occupe par exemple de repérage et de suivi
des feux de forêt.

Il aussi développé de nombreuses analyses, par exemple sur l’impact de l’activité hu-
maine sur la couverture du sol (zones urbaines, forêts, glaciers, lacs, etc.), sur l’impact
des tsunamis, etc. Les travaux auxquels j’ai collaboré concernent, eux, l’étude de la vul-
nérabilité des populations aux catastrophes naturelles. Ces études sont souvent menées
en partenariat avec d’autres agences de l’ONU. Par exemple les études développées ici
ont été menées sur l’impulsion du Programme des Nations Unies pour le Développement
(UNDP), en collaboration avec plusieurs universités et avec l’appui d’autres organismes
comme l’Organisation Mondiale de Météorologie (WMO).

2.1.2 L’analyse des données géoréférencées

Pour comprendre quelles sont les spécificités de l’approcheglobale, il peut être utile
de décrire d’abord plus généralement les outils d’analyse des données spatiales : celles
que nous considérons sont presque toutesgéoréférencées, c’est à dire que chaque item
vient avec des coordonnées géographiques, en plus de ses caractéristiques propres. Il y a
deux types de données.

Les donnéesvectoriellessont formées d’objets géométriques dont le positionnement
spatial est donné par les coordonnées d’un nombre fini de points. Par exemple, une par-

40



celle cadastrale est un polygone dont sont stockées les coordonnées des sommets. Des
stations de mesure météorologiques seront géoréférencéespar des points, une route par
une ligne brisée, etc. Ce type de donnée est très économique en place mémoire.

Les donnéesimageou raster, sont elles stockées relativement à un maillage (qu’on
peut imaginer rectangulaire, même si ça ne représente évidemment pas la géométrie sphé-
rique de la terre) de l’espace considéré. Ce maillage a un pas(voire deux : le pas horizontal
et le pas vertical) qui est aussi appelérésolution. On donne alors une valeur par cellule.
Par exemple, “Hydrosheds 90m”, que nous avons utilisé pour l’étude sur les crues, est un
modèle numérique de terrain global avec une résolution de 90m : il donne, pour chaque
cellule de 90 m par 90 m, l’altitude moyenne de celle-ci. On peut représenter, à l’aide d’un
code couleur pertinent, les données par une image, d’où le nom de ce format. Ce type de
données est très gourmand en place mémoire. Remarquons que les images satellites sont
toutes des données raster.

La géomatiqueest définie comme une “approche intégrée de mesure, gestion,sto-
ckage, analyse et diffusion de données à référence spatiale”. Elle fait appel à des logi-
ciels spécifiques, appelés systèmes d’information géographiques (G.I.S. en anglais), qui
incluent aussi en général une composante de gestion de basesde données et quelques
statistiques, mais cela reste très limité. Même si ces logiciels servent beaucoup à la car-
tographie, leur véritable intérêt réside dans leurs fonctions d’analyse spatiale: chaque
donnée géoréférencée constitue unecoucheet le jeu est de superposer (ou “croiser”) les
couches pour obtenir une information pertinente. Par exemple, dans notre étude sur les
cyclones, on a construit deszones-tampon, c’est-à-dire des zones autour de la trajectoire
d’un cyclone où le vent dépasse une certaine limite. Ces zones-tampon sont des données
vectorielles, stockées sous forme de polygones. On croise ensuite cette couche avec une
couche raster de population et le logiciel nous fournit le nombre de personnes touchées par
le cyclone. Certaines études peuvent être très complexes : un cas d’école est le choix de
l’emplacement d’un incinérateur. Il faudra estimer la zonede pollution à l’aide d’un mo-
dèle prenant en compte non seulement le type d’incinérateur, la hauteur de la cheminée,
mais aussi les conditions météorologiques usuelles, la force du vent, etc. puis considérer
le nombre de personnes situées dans cette zone de pollution qu’il faudra déplacer, celui
des personnes situées dans une zone plus large de désagrément, les longueurs des trajets
des camions poubelles, etc., puis pondérer tous les critères à l’aide de méthodes spéci-
fiques, ce qui permettrain finede comparer les différents sites possibles. Certains de ces
logiciels, spécialisés dans le traitement d’images satellites, sont très puissants pour faire
du calcul d’images. Par exemple, si l’on veut faire une opération comme un maximum
entre deux images, le calcul se fera cellule par cellule et gagnera à être parallélisé.

On a aussi besoin de l’outil statistique (et pour ça de logiciels spécifiques) d’abord
pour voir les données sous un maximum d’angles différents cequi permettra de faire des
conjectures, ensuite pour étayer ces conjectures (ce ne sont pas des preuves au sens mathé-
matique du terme...), comme dans le cas de l’étude du lien entre niveau de développement
et vulnérabilité des populations aux catastrophes naturelles. L’outil statistique sert aussi
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dans la préparation ou la construction de données, comme dans le cas de l’étude sur les
crues où il permet par exemple une estimation des débits centenaires à partir d’une série
temporelle. Cet outil statistique nous semble aussi particulièrement important dans le cas
de données globales, car il permet de “lisser” certains défauts dus à cette globalité.

2.1.3 Qualité des données globales

La qualité de ces données est en effet très inégale pour de nombreuses raisons dont
nous décrivons les principales.

Couverture
En ce qui concerne certaines données physiques, comme la température ou les préci-

pitations, liées essentiellement à des stations de mesure,la répartition de ces stations est
souvent très inégale : il y en a très peu en mer et la couverturedépend beaucoup de la
densité de population, des pays, de leur niveau de développement, etc. Si l’on veut une
couverture totale, on a recours a des modèles de reconstruction spatiale très sophistiqués.

Le travail sur les crues décrit plus bas entre en partie dans cette problématique car on
n’a pas une station de mesure à chaque exutoire de bassin versant. On a donc recours à
une analyse spatiale et statistique pour estimer les débits.

Homogénéité
Par ailleurs, pour des raisons historiques, les conventions de mesure peuvent varier

suivant les endroits. Le travail d’homogénéisation des mesures existantes est souvent
énorme.

Dans le cas d’une reconstruction spatiale, la qualité sera souvent inhomogène, évi-
demment meilleure là où l’on a beaucoup de mesures réelles.

Traitement informatique
Pour d’autres données, les mesures peuvent être obtenues par satellite. Mais dans ce

cas les mesures sont dépendantes des conditions météorologiques, de la position du soleil,
etc. Il y a un traitement informatique énorme et la fiabilité peut être médiocre dans certains
cas.

Accès aux données
Par ailleurs, même des données existantes ne sont pas toujours disponibles. Certains

réseaux de mesure sont privés, par exemple, certaines stations de mesure de débit des
cours d’eau servant à des compagnies d’assurances. Même quand ces réseaux sont pu-
blics, ils sont la propriété des États et certains refusent de les diffuser ou les font chère-
ment payer.

Résolution spatiale
La résolution spatiale est parfois insuffisante pour les analyses à mener. Ou certaines

résolutions assez fines peuvent être obtenues de manière artificielle par des interpolations
parfois non pertinentes, dont il convient de se méfier.

Cependant, ce domaine est en évolution permanente, et la qualité augmente sans cesse.
Par exemple, au début de l’étude sur les crues, le seul modèlenumérique de terrain global,
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disponible et conçu pour être hydrologiquement correct (même s’il comporte encore des
erreurs comme nous l’avons montré) était “Hydro1K”, dont larésolution est de 1 km. À
la fin de l’étude, le nouveau modèle “Hydroshed90m” de résolution 90 m était disponible.

2.1.4 Attentes et limites de l’approche globale

Pour mener une étude à un niveau global, on attend une couverture des données la plus
large possible, si possible quasi-totale. Cela nous amène parfois à prendre une résolution
spatiale ou temporelle assez grossière. Par exemple dans lacas des crues, nous avions
envisagé de prendre des données journalières de précipitation, mais la couverture était
insuffisante et nous avons dû nous contenter des données mensuelles.

Le nombre des différentes variables disponibles au niveau global peut-être assez ré-
duit. Dans le cas de régressions statistiques, si plusieursvariables ont des trous dans leur
couverture et que ces trous sont disjoints, on est amené rapidement à supprimer des va-
riables faute de quoi l’étude ne serait plus vraiment globale...

Si l’on tient compte de ces limitations et de la qualité des données (homogénéité, fia-
bilité, précision) qu’il est la plupart du temps impossibled’évaluer, les modèles physiques
et statistiques qui vont permettre de traiter ces données doivent êtresimpleset robustes.
Il doivent être le plus possibleautomatisablescar la taille des données mises en jeu ne
permet pas de traitement manuel des items.

Dans ces conditions, il est clair que les attentes doivent être réduites à l’obtention de
tendances, d’influences qualitatives, à des comparaisons grossières, mais en aucun cas,
on ne pourra parler de prédictions ou effectuer de comparaison précise entre deux pays.
Comme on l’a déjà dit, l’outil statistique pourra donner desrésultats au niveau global car
il “gommera” les imperfections locales, et le corollaire est qu’aucune conclusion ne devra
être tirée au niveau local.

Une fois ces précisions clairement posées, il est assez heureux que nous ayons pu
obtenir quelques résultats significatifs, que nous décrivons maintenant.

2.2 Concept duDisaster Risk Index

En 1990, le Programme de Nations Unies pour le Développement(UNDP), estimant
que le niveau de développement d’un pays ne se réduisait pas àune quantité d’argent par
habitant (le produit intérieur brut), a construit un indicestatistique composite, leHuman
Development Index, intégrant des données qu’on avait jusque là probablement jugées se-
condaires comme le niveau d’éducation... Cet indice a connuun énorme succès et est
depuis très utilisé.

En 2000, le même Programme a voulu un indice similaire pour estimer le niveau
de vulnérabilité des populations aux catastrophes naturelles et mieux cibler ses aides.
L’UNDP ne disposant cependant pas des moyens, notamment géomatiques, pour élaborer
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cet indice, il s’est tourné vers le Programme de Nations Unies pour l’Environnement, plus
précisément vers le GRID/Europe, basé à Genève, ce qui a donné lieu au projet GRAVITY
(Global Risk And Vulnerability Index Trends per Year).

2.2.1 Le projet GRAVITY

La première étape a été de définir les notions de risque et de vulnérabilité. D’après
une définition des Nations Unies [70],

the risk is a function of hazard occurrence probability, element at risk and
vulnerability.

Comme l’étude concernait les impacts sur la population, le termeelement at riska
été entendu comme la population exposée. Le termehazard occurrencefait référence à la
fréquence de retour d’un évènement d’une certaine intensité. La vulnérabilité est décrite
comme “the degree of loss to each element should a hazard of a given severity occur”
[28].

Il a été ensuite fait l’hypothèse que le risque suivait une loi multiplicative comme
décrit dans l’équation simplifiée :

R= H f r ·Pop·Vul (1)

oùRest la moyenne du nombre de décès par an, pour le type de désastre considéré,H f r est
la fréquence de ce type de désastre (nombre d’évènements paran),Popest la population
vivant dans la zone exposée considérée etVul est la vulnérabilité qui dépend du contexte
socio-politico-économique de la population (nombre sans dimension entre 0 et 1).

Si on définit l’exposition physiqueparPhExp=H f r ·Pop, on obtientR=PhExp·Vul.
Remarquons qu’avec cette définition, une même personne compte plusieurs fois si elle est
exposée à plusieurs évènements.

La stratégie devenait donc évidente :
Dans un premier temps, pour chaque type de risque, il fallaitcalculer, par pays, l’ex-

position physique et en tirer la vulnérabilité, puisqu’on “connaissait” le nombre de décès
(en fait, là encore, il est très difficile de connaître précisément ce nombre de décès).

Dans deuxième temps, on devait expliquer à l’aide d’un modèle statistique la vulné-
rabilité à l’aide des variables socio-économiques.

Il n’y avait plus qu’à... ce qui a pris quelques années et a finalement mené à l’indice
recherché.

Les différentes étapes peuvent se voir dans les rapports successifs du projetGravity
[5, 8, 9].

2.2.2 LeDisaster Risk Index

En ce qui concerne l’exposition physique, le calcul est spécifique à chaque type de
désastre. Ont été considérés les cyclones, les sécheresses, les tremblements de terre et les
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inondations. Les problèmes rencontrés dans l’étude des volcans, notamment à cause du
trop petit nombre d’évènements observés dus à la période de retour beaucoup trop grande,
n’ont pas permis de traiter ce cas.

Pour chacun de ces types de désastre, il a fallu considérer unmodèle physique per-
mettant d’estimer spatialement la zone touchée par le désastre, puis croiser cela avec la
couche de population pour en tirer l’exposition physique. Cela s’est avéré un travail assez
long car il a fallu, dans un premier temps, comme dans toute étude de ce type, collecter et
traiter les données correspondantes. Les modèles physiques nécessitent des données pour
lesquelles il n’existait à l’époque aucune base de données globale. Il a alors fallu unifier
les bases de données régionales, sachant qu’elles ne comportaient pas les mêmes types
d’information et qu’elles n’utilisaient pas les même unités. Dans le cas des cyclones dont
nous parlons en détail plus bas, il a fallu développer un logiciel spécifique pour construire
cette base de données globale.

Une fois l’exposition physique calculée, il fallait attribuer à chaque évènement les
pertes engendrées. Il existait ailleurs une base de donnée globale des désastres avec cette
information, que nous avons pu obtenir, mais il a fallu d’abord la nettoyer car elle n’était
pas utilisable en l’état et il a surtout fallu la géoréférencer pour la faire correspondre avec
les bases de données spécifiques à chaque type de désastre quinous avaient fourni les
variables physiques. On en a alors déduit la vulnérabilité.

La deuxième phase était l’étude statistique que j’ai menée personnellement. Une pre-
mière tentative menée avant mon arrivée n’avait rien donnée. La cause en était probable-
ment la volonté d’utiliser des modèles beaucoup trop sophistiqués, qui nous semblent,
comme expliqué plus haut, tout à fait inadaptés à cette approche globale. Une étude des
distributions des variables a fait apparaître que tenter des régressions linéaires directe-
ment serait sans espoir. Nous avons donc transformé ces variables, la plupart de manière
logarithmique mais pas toutes. Il était clair que les modèles obtenus seraient alors à uti-
liser de manière uniquement qualitative et surtout non prédictive, mais encore une fois,
cela l’aurait été même sans les transformations logarithmiques. Une longue et minutieuse
analyse statistique a suivi, s’appuyant sur différents critères numériques, l’expérience hu-
maine, de nombreux essais et des validations systématiquespar analyse des résidus, pour
déterminer la “meilleure” régression dans chaque cas.

En intégrant alors ces différents modèles statistiques obtenus par régression, on a enfin
obtenu un indice. Nous avons cependant bien alerté les décideurs des dangers que pouvait
présenter l’utilisation inappropriée de cet indice, notamment à des fins de classement
précis ou de prédiction.

Le lecteur désirant en savoir plus trouvera un peu plus de détails dans notre article
[14] et beaucoup plus de détails, avec de nombreux types de figures mettant en valeurs
les phénomènes remarquables et les orientations des mesures concrètes à prendre, dans le
rapport final qui a été publié par l’UNDP [10]. Notons que ces deux ouvrages sont libres
d’accès sur internet. Nous allons maintenant détailler le traitement des cyclones auquel
nous avons activement collaboré.
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FIGURE 2.1 – Le processus de traitement des données cycloniques

2.3 Le cas des cyclones

Ce travail a été mené en collaboration avec Ola Nordbeck, et supervisé par Pascal Pe-
duzzi [6]. Pour calculer l’exposition physique au risque cyclonique, comme pour le cas
des autres désastres, nous avons trois étapes : récupérer etunifier les données physiques
des cyclones recensées dans les différentes régions du monde, déterminer les aires géo-
graphiques (zones-tampon) touchées par des vents dépassant un certain seuil, croiserces
zones-tampon avec les couches de population pour obtenir l’exposition. Nous ne détaille-
rons ici que les deux premières étapes. Le processus est récapitulé sur l’organigramme 2.1.
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2.3.1 Construction de la base de données globale

Les bases de données régionales existantes étaient toutes sous des formats différents,
très variés. Par ailleurs les observations très nombreusesne permettaient pas une trans-
cription manuelle. Nous avons donc construit un logiciel traitant tous les formats et les
convertissant en un format standard permettant de les intégrer dans une unique base de
données globale, qui permettait de préserver toutes les informations disponibles. Ce pro-
cessus aurait pu permettre une sorte d’intégration automatique des nouvelles données
arrivant au fil du temps par des connexions entre les bases de données elles-mêmes. À ma
connaissance, ce n’est toujours pas le cas et c’est probablement dû à des résistances ré-
gionales dans la crainte d’une perte d’autonomie. Cette base de données globale gérée par
le GRID/Europe est cependant régulièrement mise à jour, toujours en utilisant le logiciel
en question et elle contient aussi évidemment les informations géographiques, c’est-à-
dire les trajectoires des cyclones et leurs zones-tampon calculées comme expliqué dans
la suite. Ce calcul a été intégré au logiciel ci-dessus, baptiséCyclone Database Manager,
qui traite donc successivement les trois étapes : conversion dans un format commun, cal-
cul des zones-tampon et gestion de la base de données globale. Cette base de donnée rend
possible des analysesa posterioricomme celle duDisaster Risk Index.

Seules trois informations étaient fournies par toutes les bases de données : les posi-
tions successives de l’œil du cyclone, la pression centraleet la vitesse de vent maximum
observée. Nous avons donc opté pour un modèle simple et robuste, en accord avec la
philosophie de l’approche globale que nous nous étions fixéeau départ.

2.3.2 Modèle stationnaire

C’est un modèle paramétrique pour un cyclone dont l’œil est pour l’instant supposé
immobile, considéré par beaucoup de spécialistes comme le meilleur parmi les modèles
de complexité identique. Il s’agit du modèle de G.J. Holland[50] :

Vh(R) =

√
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·
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R )b +
R2 f 2

4
− R f

2

où
– Vh(R) est la vitesse du vent à distanceRde l’œil (ms−1) ;
– b est un paramètre qui change la forme du profil radial (sans dimension) ;
– Pcentreest la pression au centre du cyclone (Pa) ;
– Penv est la pression asymptotique environnementale (Pa) ;
– Rmax est la distance de l’œil à laquelle le vent est maximal (m) ;
– R est la distance de l’œil à laquelle on estime le vent (m) ;
– ρ est la densité de l’air, supposée constante (1,15kg·m−3) ;
– f est le paramètre de Coriolis (= 2ωsin(lat)) avecω = 0.0000729rad · s−1, la

vitesse angulaire de la terre, etlat la latitude.
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FIGURE 2.2 – Profil des vitesses de vent dans un cyclone

Cela donne un profil de vent qu’on peut voir sur la figure 2.2 (paramètres :b= 1.5,
Pcentre= 1015hPa, Penv= 990hPa, Rmax= 10000m, lat = 45◦).

Le choix du paramètreR, assez subtil, a été discuté avec des spécialistes de ce modèle.
Pour la valeur deRmax, en général non disponible, il a fallu faire une correspondance avec
l’échelle de Saphir-Simpson, toujours discutée avec les spécialistes.

Comme les cyclones n’ont pas vraiment tendance à rester sur place, il nous a alors
fallu intégrer son déplacement.

2.3.3 Modèle dynamique, zones-tampon latérales

Une première approche rapide et facile à intégrer dans les logiciels géomatiques,
consistait à construire des zones-tampon symétriques par rapport à la trajectoire en ajou-
tant simplement la valeur de la vitesse de vent à la vitesse calculée à l’aide du modèle
stationnaire.

Nous avons ensuite résolu de faire des calculs vectoriels puisque le vent circulaire
du modèle stationnaire est atténué par le déplacement d’un côté et amplifié de l’autre.
Remarquons que cette latéralisation est inversée entre l’hémisphère nord et l’hémisphère
sud. Nous représentons sur la figure 2.3 le champ de vecteurs en résultant et sur la fi-
gure 2.4 une représentation tridimensionnelle des normes des vecteurs vitesses.

Nous avons, à l’aide de cela, construit des zones-tampon latérales. Il y a différents cas
à distinguer comme on peut le voir sur la figure 2.5.
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FIGURE 2.3 – Champ des vitesses autour de l’œil du cyclone
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FIGURE 2.4 – Intensité du vent autour de l’œil du cyclone
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FIGURE 2.5 – Construction des zones-tampon latérales
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FIGURE 2.6 – Le cyclone Mitch

2.3.4 Des zones-tampon latérales aux zones-tampon des trajectoires

À l’aide des zones-tampon latérales, on construit les zones-tampon de trajectoires
comme les polygones ayant pour sommets les extrémités des zones-tampon latérales. Les
zones-tampon asymétriques qui en résultent n’étaient constructibles directement par au-
cun des logiciels géomatiques existant. Il a donc fallu leurtransmettre ces zones-tampon
directement sous forme polygonale, c’est-à-dire que nous avons dû calculer nous-mêmes
les coordonnées des sommets de ces polygones. Cela a été l’occasion de faire un peu de
géométrie sphérique. Ces coordonnées sont ensuite transmises au logiciel géomatique qui
construit les couches des zones-tampon. Au niveau de l’étude globale, ces données sont
ensuite reliées aux autres données concernant la population. On peut voir sur la figure 2.6
l’exemple du cyclone Mitch.
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2.4 Carte mondiale des crues exceptionnelles

Les travaux sur les risques liés aux catastrophes naturelles, notamment leDisaster
Risk Index[14, 10] et un rapport de la Banque Mondiale [39] (Disaster Risk Hotspots)
ont permis de tirer certaines conclusions sur la précision des cartes de risque obtenues.
Il a été souligné qu’il fallait mettre un effort particuliersur le cas des inondations. La
banque mondiale nous a donc mandaté, Christian Herold et moi, pour une étude de faisa-
bilité d’une carte mondiale d’aléas d’inondations en 2005.Le rapport de cette étude [12],
consultable sur internet, étudie les différentes pistes pour une telle carte et recommande
une méthode, dite desStatistical Peak-Flow Estimates. Notre estimation de la charge de
travail pour la carte globale était de l’ordre de l’année pour une équipe plus étoffée. Deux
ans plus tard, à l’occasion d’un projet mené par l’International Strategy for Disaster Re-
duction(ISDR), composante du Programme des Nations Unies pour le Développement,
nomméGlobal Assessment Report(GAR) et prolongement naturel de l’étude sur leDisas-
ter Risk Index, avec une plus forte composante de spécialistes universitaires, on a demandé
aux deux mêmes personnes, Christian Herold et moi, de construire cette carte globale. Il
est fait mention rapidement de cette étude dans le rapport GAR [13, 15], assez général,
qui passe très peu de temps sur la technique des études menéespour tous les types de
désastres. En revanche, nous soumettrons bientôt un article scientifique sur le sujet [16],
dont nous présentons ici les grandes lignes.

2.4.1 Présentation

Dans le choix de la méthodologie, un compilation spatiale des évènements d’inon-
dations répertoriés ne pouvait pas convenir, car la couverture spatiale des données exis-
tantes était insuffisante. Sur proposition de K.L. et J.P. Verdin, hydrologues du EROS
Data Center (EROS/USGS) aux États Unis, on a choisi la méthode statistique desPeak
Flow Estimates(voir par exemple [64]). L’idée principale est d’estimer, pour chaque bas-
sin (versant) d’une certaine taille, la zone inondée correspondant à une crue centenaire,
en utilisant le débit centenaire et un modèle numérique de terrain. Pour les bassins ayant
une station de mesure proche de leur exutoire, ces débits exceptionnels peuvent être esti-
més en modélisant statistiquement la série temporelle des débits maximaux annuels. Pour
les bassins sans station de mesure, ces débits centenaires peuvent être évalués par des for-
mules de régression, établies à partir de bassins similaires ayant des stations, et expliquant
ces débits à l’aide de variables climatiques, hydromorphométriques et de couverture du
sol.

Considérant les méthodes statistiques, nous avons une foisde plus choisi la simpli-
cité, car elles devaient être appliquées de nombreuses foiset à des données de très grande
taille, et devaient être le plus possible automatisées. Pour l’estimation des débits cente-
naires à partir des séries temporelles, nous avions à choisir globalement un modèle et
des méthodes d’estimations des paramètres. D’après Mkhandi et al.[59] : “[. . . ] it is not
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possible to identify a parent distribution for the annual maximum floods. Attempts over
many years have proved inconclusive”. Cependant deux distributions sont principalement
utilisées à cet effet dans la pratique, la distribution GEV (Generalized Extreme Value) et
la distribution log-Pearson de type III. Les deux ont donné par le passé des résultats ac-
ceptables, la comparaison entre les deux dépendant du cas defigure. Bien que les études
locales requièrent un choix fin de la distribution comme le soulignent Meigh et al.[58],
dans le cas d’une étude globale, nous devions faire un choix global de distribution pour
tous les bassins. Nous avons décidé de suivre la méthodologie décrite dans le bulletin
17b duUnited States Water Resources Council’s Hydrology Subcommittee [67], qui uti-
lise la distribution log-Pearson III. Pour l’estimation des paramètres, il y avait plusieurs
méthodes et la comparaison n’est pas évidente (voir [41] dans le cas de GEV). Nous
avons choisi la méthode des moments, elle aussi conseillée par le bulletin 17b. Cette com-
binaison de distribution et d’estimation a prouvé sa pertinence dans plusieurs cas [59].
Concernant les régressions, vu le très grand nombre devant être traité, nous avons choisi
la méthode la plus simple, à savoir des régressions linéaires pondérées (qui se sont avérés
comparables auxGeneral Linear Modelsdans certains cas d’estimations de ce type [51])
après transformation convenable des variables.

Cette méthode d’estimation des zones inondées, appliquée de manière locale, par
exemple au niveau des États américains, n’avait jamais été testée au niveau global. Nous
avons fait dans l’étude préliminaire [12] des tests sur deuxzones, l’une en Amérique du
nord et l’autre en Amérique du sud. Ces zones avaient été choisies assez grandes pour
pouvoir donner une idée de l’application globale, mais pas trop pour pouvoir terminer
l’étude dans un temps raisonnable. Cette étude préliminaire avait montré que la méthode
avait quelques chances de fonctionner au niveau global, mais l’issue restait incertaine. Par
ailleurs, cette méthode globale concerne seulement les grandes rivières et elle ne prend
pas en compte les inondations éclair et les inondations côtières. Les résultat obtenus ne
peuvent,en aucun cass’appliquer localement ou pour la planification des sols.

Les estimations des zones inondées ont été faites à l’aide d’un modèle développé par
EROS/USGS que nous avons utilisé tel quel. Les résultats obtenus ont été comparés aux
évènements répertoriés par leDartmouth Flood Observatory(DFO).

2.4.2 Données

Pour cette étude nous avons utilisé les jeux de données suivants
Débits
Elles sont composées de stations géoréférencées et des séries temporelles des débits

mensuels moyens. C’est une compilation de jeu de données globaux, régionaux et natio-
naux provenant de plusieurs centres de recherches. Un effort important a été fourni pour
obtenir les données nationales quand cela était possible.

Modèles numériques de terrain et produits hydrologiques dérivés
Trois modèles numériques de terrain ont été utilisés à des étapes différentes de l’étude :
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– HYDRO1K (EROS,USGS) a été utilisé pour générer le premier ensemble de va-
riables destiné à l’analyse statistique. La résolution de 1km et les produits auxi-
liaires ont été considérés comme tout à fait pertinents pourcette phase de l’analyse ;

– Global Drainage Basin Database (GDBD) a été utilisé dans quelques cas particu-
liers pour aider à la correction du réseau hydrographique modélisé par Hydro1K ;

– Hydrosheds (WWF, en partenariat avec USGS, CIAT, TNC, CESR) a été utilisé
pour calculer les estimations de débits exceptionnels et générer les zones inondées
correspondantes. La résolution de 90m a été considérée comme essentielle dans le
processus de génération des zones inondées.

Couverture du sol
On a utilisé Global Land Cover GLC_2000 version 1 (IESGlobal Environment Moni-

toring Unit) pour générer deux variables différentes : Forest Cover et Impervious Cover
(voir table 2.9).

Global Lakes and Wetland Database (GLWD) a été utilisée pourgénérer la variable
Surface Water Storage (voir table 2.9).

Les deux jeux de données nous semblent avoir une précision adéquate pour l’utilisa-
tion qu’on en fait ici.

Climat
Les précipitations mensuelles et les températures mensuelles moyennes sont des ras-

ters globaux fournis par laClimatic Research Unit at University of East Anglia. Les réso-
lutions spatiales et temporelles nous ont semblé suffisantes pour l’étude.

Les données de précipitationsVariability Analyses of Surface Climate Observations
(VASClimO) fournies par leGlobal Precipitation Climatology Centre(GPCC) ont été
utilisées pour générer les précipitations exceptionnelles. Ce jeu de donnée a été choisi
pour sa fiabilité et son homogénéité temporelle.

Trois cartes de classification climatique ont été utilisées:
– le jeu de donnée Holdridge Life Zones ;
– la “World Map of the Köppen-Geiger climate classification updated” (Université de

Vienne) ;
– la “Updated world map of the Köppen-Geiger climate classification” (Université de

Melbourne).
Le premier jeu de données avait été utilisé dans l’étude préliminaire. Les deux autres
sont des cartes récentes basées sur la célèbre classification de Köppen-Geiger et se sont
montrées légèrement plus performantes que la première.

Recensement d’inondations
On a utilisé le “World Atlas of Flooded Lands” fourni par leDartmouth Flood Obser-

vatorypour valider les résultats finaux. Comme la seule base de données avec une telle
couverture spatiale et temporelle, elle nous a paru essentielle pour cette étude.
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FIGURE 2.7 – Estimation statistique des inondations exceptionnelles : organigramme glo-
bal

2.4.3 Organisation générale

Ce n’est pas ici le lieu pour décrire tous les détails d’un processus dont les grandes
lignes ont été évoquées plus haut. Nous nous contenterons decommenter des organi-
grammes, tirés de l’article en cours de rédaction, qui donnent une idée de la complexité
de cette organisation. Le premier organigramme décrit les grandes lignes du processus
(voir figure 2.7). On y voit apparaître les trois grandes étapes déjà évoquées plus haut :
une première phase d’analyse spatiale pour produire un jeu de variables statistiques as-
socié aux bassins auxquels on a pu rattacher une station de mesure, une deuxième phase
d’analyse statistique qui permet de définir des groupes et pour chaque groupe un modèle
statistique d’estimation des crues exceptionnelles, une troisième phase d’analyse spatiale
qui consiste à calculer les variables sélectionnées pour tous les bassins versants, à estimer
leur débit centenaire, ce qui permet enfin d’estimer les zones inondées. Au niveau de la
discussion finale, on compare certains résultats avec des observations de DFO.

Nous allons donner une rapide description de ces différentes étapes.

2.4.4 Première analyse spatiale

La première analyse spatiale est décrite dans l’organigramme 2.8.
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Comme souvent dans ce genre d’étude, la phase de collecte desdonnées a été très fasti-
dieuse. La plupart des données a été obtenue gracieusement,mais il a fallu faire beaucoup
de démarches. Par ailleurs, la taille de certaines, comme lemodèle numérique de terrain
ou les données raster de précipitations, était très grande ce qui finit par poser de sérieux
problèmes de téléchargement. Mais les plus difficiles à obtenir ont été les données de
débits. En effet, il existe une base de données globale que nous avons d’ailleurs utilisée,
mais qui est très incomplète, et il a fallu négocier directement avec de nombreux pays
pour les obtenir.

Il a fallu par la suite compiler toutes ces données de débits.Par ailleurs, le premier
modèle numérique de terrain Hydro1K, censé être hydrologiquement correct, comportait
encore certaines erreurs qu’il a fallu rectifier.

Une fois obtenus les données de débits et le modèle numériquede terrain, il a fallu
relier les deux. Les données de débits sont fournies avec lescoordonnées des stations et la
superficie de la zone de drainage correspondante. Cependant, le modèle de terrain et les
coordonnées des stations comportent tous deux des imprécisions et il faut procéder à un
premier ajustement pour que les stations soient vraiment situées sur les cours d’eau, puis
un deuxième pour que la zone de drainage corresponde à celle qui est calculée à l’aide du
modèle numérique de terrain. Si la différence est trop grande, on supprime la station. Par
ailleurs, les stations ne se situent pas toujours aux exutoires de bassins versants et il faut
donc fabriquer des stations virtuelles dont on estime les débits par péréquation à l’aide des
données réelles. Enfin, pour ne pas fausser l’étude statistique, il faut éviter que certains
bassins en contiennent d’autres, quitte à supprimer encoredes stations.

Lorsqu’on a stations de mesures et bassins associés, un traitement géomatique un peu
plus standard permet d’acquérir toutes les variables voulues correspondant à ces bassins,
qui sont regroupées dans la table 2.9.

2.4.5 Analyse statistique

L’analyse statistique est décrite dans l’organigramme 2.10.
L’analyse de fréquence permet d’estimer les débits centenaires à l’aide de la modéli-

sation log-Pearson III. Nous nous sommes aussi servi de ce modèle pour construire une
variable de précipitation exceptionnelle. Les transformations de variables ont été loga-
rithmiques pour la plupart. Après cela, la véritable analyse statistique commence d’abord
par des études par continent, dans l’idée de ce qui avait été fait dans l’étude préliminaire.
Pour chacun, on a essayé de constituer de différentes manières des groupes à l’aide des
variables climatiques ou par d’autres méthodes. Après de nombreux essais, on a trouvé
des groupes climatiques qui fonctionnaient assez bien.

On alors essayé sans trop y croire des groupes climatiques à l’échelle globale et les
résultats étaient encore assez corrects, sauf dans quelques groupes qu’il a fallu un peu
subdiviser géographiquement. Ce fait a été une véritable surprise et aussi une bonne nou-
velle, d’abord parce que cela rendait le traitement vraiment global (à quelques exceptions
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FIGURE 2.9 – Variables des bassins versants
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FIGURE 2.11 – Analyse spatiale 2 : Estimation des zones inondées

près), mais aussi parce que cela permettait de palier en partie à la non-uniformité spatiale
de la répartition de données.

On a alors raffiné au mieux les régressions et les différents groupes (finalement on
en obtient 21), à l’aide non seulement de tous les outils logiciels à notre disposition, mais
aussi de nombreux essais, réglages et analyses résiduellesscrupuleuses. On a ainsi obtenu
les modèles statistiques correspondant aux 21 groupes.

2.4.6 Deuxième analyse spatiale

Commence alors la deuxième analyse spatiale (voir figure 2.11).
Comme le traitement géomatique est énorme, puisqu’on doit calculer cette fois les

variables pour tous les bassins versants, on se restreint aucalcul des variables qui ont
été retenues dans les modèles. On utilise alors le nouveau modèle numérique de terrain
Hydrosheds de résolution 90m. Cela a nécessité de faire tourner plusieurs machines en
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parallèle pendant des semaines. Une fois les variables obtenues, on calcule les estimations
données par les modèles de régression.

À cette étape, on a une estimation du débit centenaire pour chaque bassin versant. On
utilise alors le modèle mis à disposition par EROS/USGS pourétablir les zones inondées
correspondantes.

2.4.7 Conclusion

En conclusion, cette étude était une première tentative pour appliquer la méthode des
Peak Flow Estimatesà l’échelle globale. Elle a demandé un effort considérable dans la
collecte et la compilation des données (surtout les donnéesde débits) provenant de sources
variées et dans le traitement géomatique (dues en particulier à l’utilisation du récent mo-
dèle numérique de terrain Hydrosheds90m). L’analyse statistique a montré la possibilité
de constituer des groupes au niveau global. Les résultats ont été utilisés pour le rapport
GAR mais ne doivent être utilisés ni à une échelle locale, ni pour des prédictions.

En ce qui concerne les améliorations futures, le plus important serait d’avoir des jeux
de données de débits initiaux de meilleure qualité, plus denses (spatialement et temporel-
lement) et plus homogènes. L’idéal serait de pouvoir utiliser des données journalières au
lieu de données mensuelles. Ces données existent pour beaucoup de pays, mais sont très
difficiles à obtenir.

Le processus géomatique serait aussi amélioré si l’on pouvait prendre en compte l’ef-
fet du river burningsur les zones inondées : ce procédé consiste en effet à creuser artifi-
ciellement le modèle numérique de terrain pour être sûr que les cours d’eau découlant de
ce modèle de terrain correspondent bien aux cours d’eau réels. On pourrait aussi faire un
sous-classement des bassins en fonction de leur aire : pour l’instant les bassins considérés
sont tous ceux appartenant à une même classe de la hiérarchiehydrologique, indépen-
damment de leur taille. Cependant, pour conserver des échantillons statistiques de taille
raisonnable, cela n’est possible que si les données initiales de débits sont plus fournies. On
pourrait aussi prendre dès le départ le modèle Hydrosheds90m, qui n’était pas disponible
en totalité au début de notre étude.

L’analyse statistique dépend beaucoup de la qualité et de laquantité des données. Il est
raisonnable de penser qu’une amélioration des données permettra une analyse plus fine.
En revanche, pour l’instant, il nous semble que changer de distribution ou de méthode
d’estimation des paramètres aurait peu d’impact sur le résultat.
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Chapitre 3

Autres travaux

On décrit ici les résultats ou recherches en cours ne rentrant pas dans les catégories
précédentes.

3.1 Triangulations de polygones

Un travail en collaboration avec Roland Bacher sur la combinatoire des triangulations
de polygones sera bientôt soumis [4].

Pour les polygones strictement convexes, il est bien connu que cette combinatoire est
donnée par les nombres de Catalan.

On considère dans un premier temps des polygones convexes ausens large, c’est-à-
dire qu’on autorise des alignements de trois sommets et plus. On peut voir un tel poly-
gone comme un polygone strictement convexe auquel on a rajouté des sommets supplé-
mentaires à l’“intérieur” des arêtes. Nous appellerons donc arêtesles arêtes du polygone
strictement convexe associé et on appellelongueurd’une arête le nombre de sommets si-
tués sur cette arête moins 1. On définit alors à l’aide d’une formule des polynômes qu’on
appellepolynômes d’arêtes, dépendant uniquement de la longueur de l’arête. Ces poly-
nômes vérifient une relation de récurrence qui permet de les calculer de manière itérative.

Le premier résultat est que le polynôme des triangulations du polygone (convexe au
sens large) de départ s’exprime alors de manière très esthétique en fonction des poly-
nômes d’arêtes. On en déduit d’ailleurs que ce polynôme et donc la combinatoire des
triangulations, ne dépendent nullement de l’ordre des arêtes, ce qui n’était pas évidenta
priori .

On définit ensuite les polygones presque convexes comme des perturbations de po-
lygones convexes au sens large. On peut alors définir des polygones depresque arêtes
tels que la formule du premier résultat soit encore vérifiée pour les polygones presque
convexes.

Tous ces résultats sont effectifs : on décrira dans un article ultérieur différents algo-
rithmes pour le calcul de ces polynômes. Si le cas général estde complexité exponentielle,
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nous décrivons un algorithme polynomial dans le cas des presque-arêtesconvexes.

3.2 Vitesses de fuite

Je me suis aussi intéressé à l’étude des vitesses de fuite desmarches aléatoires sur des
groupes, notamment les groupes de surfaces. Obtenir une formule par le biais d’une so-
lution implicite d’un système d’équations comme c’est le cas pour les arbres périodiques
(Takacs [69]) ou par des équations de transport comme dans lecas de certains groupes
(Mairesse–Mathéus [55]) a résisté aux tentatives et me semble désormais sans espoir. En
revanche, j’ai développé une approche numérique qui devrait fournir des encadrements
précis de la vitesse de fuite.

Nous avons, Frédéric Mathéus et moi le projet d’étudier l’inégalité fondamentale pour
la marche simple sur le groupe de la surface de genre 2. Cette inégalité relie la vitesse de
fuite, l’entropie asymptotique de la marche et la croissance du groupe et c’est parfois
une égalité. Nous voulons tester l’égalité dans ce cadre pardes méthodes numériques en
utilisant celles évoquées plus haut pour la vitesse et en en développant d’autres pour les
entropies.

3.3 Travaux divers

3.3.1 Survol des groupes automatiques

J’ai écrit pendant ma thèse un article de survol des groupes automatiques [17]. C’était
un domaine en plein essor et le livre d’Epstein et al. [46] surle sujet était encore à l’état
d’embryon. Ma seule contribution originale était la démonstration explicite d’un lemme
connu de tous, qu’on ne trouvait nulle part, concernant les quasi-géodésiques en courbure
négative.

3.3.2 Modélisation des transports

J’ai collaboré pendant mon séjour genevois avec l’Office Fédéral de la Statistique
sur le sujet des transport routiers. Il s’agissait de testerplusieurs déclinaisons du modèle
de Zeger dans le cas des comptages routiers. Nous avons décrit en détail ces différentes
méthodes, programmé les algorithmes en Matlab, les avons fait tourner sur des jeux de
données de très grande taille. Les modèles se sont malheureusement avérés très lents à
converger, voire instables, et inadaptés à ce problème. Nous avons cependant écrit un
rapport conséquent [7].
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3.3.3 Anesthésiologie

J’ai aussi collaboré avec des médecins sur la validation d’un questionnaire destiné aux
patients nécessitant des traitements anti-douleur lourds. La douleur est ressentie et expri-
mée de façon très différente suivant les individus et elle est donc très difficile à estimer.
Le questionnaire en question devait permettre une telle évaluation, mais sur la base de ré-
ponses très qualitatives. J’ai aidé ces médecins à analyserles résultats de ce questionnaire.
Ce travail a fait l’objet d’une communication dans un grand congrès d’anesthésiologie
avec publication d’une courte note [11].
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