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Résumé/Abstract

Maitre de conférence depuis 1994, avec une période de méahélié ans a I'université
de Geneve, mes recherches suivent deux axes principaux.

Le premier, en mathématiques fondamentales, concernemssantre analyse et géo-
métrie dans des espaces hyperboliques au sens large ad’aités probabilistes, no-
tamment I'étude asymptotique des fonctions harmoniquasdéveloppé ces dernieres
années urncadrement doctoraldans ce domaine (cours de M2R, stage de M2R, doc-
torat).

Le second consiste en applications de I'outil statistiquies études concernant des
données environnementales et sociales au niveau mondizhx€ a été particulierement
développé lors de mon séjour genevois grace a de multipledoaations avec le Pro-
gramme des Nations Unies pour 'Environnement (UNEP) ertggRmme des Nations
Unies pour le Développement (UNDP). Une contribution coneda participation a I'éla-
boration d’'un indicateur de la vulnérabilité des populasi@ux catastrophes naturelles,
le Disaster Risk Indexanalogue pour les catastrophes naturelles du célénean De-
velopment Indexpermettant a 'UNDP de cibler au mieux ses aides et susdepmtiétre
utilisé dans les nouvelles études sur le sujet. Une autreecoa I'élaboration d’une carte
mondiale d’aléas d’'inondations.

Being Maitre de Conférenceat Grenoble since 1994, with a 6 year period at the
University of Geneva, my research follows two principal axe

The first axe, in fundamental mathematics, considers liek&éen analysis and geo-
metry in spaces that are hyperbolic in a wide sense, usirzppifistic methods. | studied
mainly the asymptotic behavior of harmonic functions, gaveaster course concerned
with these topics and have now a PhD student (in co-direcébaout this subject.

The second axe consists of applications of statisticasttmoocio-environmental stu-
dies at the global level. It has been especially developadglthe Swiss period, thanks to
several collaborations with the United Nations Environiferogramme (UNEP) and the
United Nations Development Programme (UNDP). A major pathese collaborations
is concerned with the elaboration of an index measuring tiheevability of populations
to natural hazards. ThBlisaster Risk Indexnspired by the famouduman Development
Index is intended to help UNDP to adapt their actions and to be umstedither studies on
the subject. Another part is concerned with the elaboraifanglobal flood map.
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Préambule

Rédiger ce préambule est une gageure. C’est en effet I'frmdrton doit, je suppose,
justifier par une habile rhétorique, le plus souvamosteriori la cohérence de sa trajec-
toire scientifique. Il ne devrait y avoir de place ici ni poeihlasard, ni pour la fantaisie. Si
I'on compare la recherche au creusage de trous pour troegaslgets intéressants, on est
censeé creuser au méme endroit pour obtenir un trou de plusgpmfond. Les change-
ments de direction pour éviter un obstacle ou pour aller daesdirection plus féconde
sont justifiables. Une autre opération risquée mais vaerest celle de commencer un
trou non loin de la en espérant faire communiquer les dewstuo jour.

Ce n’est évidemment pas le cas ici. Nul tunnel n’est possibtee I'étude asympto-
tique des fonctions harmoniques sur des variétés et I'é@ada vulnérabilité des popu-
lations aux catastrophes naturelles. Je n'essaierai dmdgfaire croire qu’'on peut en
creuser un. Je me contenterai de décrire les circonstancesitgamené a un tel état de
fait.

Si I'on considére le premier trou, on voit déja une évolutinmonde continu vers
le monde discret qui était prémonitoire. Si les mathémasqgu’ont attiré au début par
leur abstraction et leur déconnexion du monde réel, je nseassiez vite apercu que cette
abstraction menait aussi a un isolement. Parmi ses voisirmiceau, combien sont ca-
pables de comprendre vraiment ce que fait un mathématiomhafmental ? Au mieux,
il arrivera, en vulgarisant, a faire passer quelques stdstihux gens travaillant dans son
theme. Le travail sur les arbres que jai effectué était dégconséquence de ce fait : je
voulais que les probabilistes puissent comprendre ma aémal’ai aussi mis beaucoup
d’énergie (et jen mets encore beaucoup) dans différerttidsns de vulgarisation, pour
combattre cet isolement. Par ailleurs, les objets disaon&iat paru plus concrets. Je vou-
lais pouvoir construire plus aisément des exemples, égbetoent représenter des objets
sur une machine. Bref, je devenais un mathématicien cartsigie, ou plutot effectif
comme on dit maintenant. Cet aspect-la est trés visible @é@rsavaux en cours décrits
dans la derniére partie, ou I'on voit apparaitre combimatailgorithmes, et calculs ap-
prochés.

Mon premier contact avec les applications est, lui, d0 a deuncours de circons-
tances. D’abord j'ai eu envie d’'un changement d’air mathéue et j'ai pris temporai-
rement un poste a l'université de Geneéve. Il se trouve qu’erdemandait d’enseigner
des statistiques et j'en ai donc appris quelques bases. ldaeamee pas est, lui aussi,
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dd au hasard. J'animais avec des collégues une journée sienpaton des disciplines
de l'université aux futurs étudiants (I'équivalent de egtsurnée du lycéen). Lors d’'une
pause, je visitais les stands des autres disciplines lerggsuis tombé sur un stand pré-
sentant un certificat de troisieme cycle gisomatique environnementgjéexplique un
peu a quoi correspondent ces termes dans la deuxieme paiig)is toujours été fasciné
par les images satellites et ai donc commencé a discutemégad’apres, je passais ce
certificat et effectuais mon mémoire au GRID/Europe, undude I'ONU dépendant du
Programme de Nations Unies pour 'Environnement. Les B@&el’ambiance trés dyna-
mique que j'ai rencontrés la, qui ne correspondent a vrai giis vraiment au stéréotype
onusien, m’'ont encouragé a développer une convention avaaxtion de mathématiques
ou j'avais mon poste, pour que je puisse y travailler paeteént. Le rythme des projets
était assez soutenu et la priorité était a la productionr&ecnon a la publication scien-
tifique. Cela explique par exemple, sans I'excuser, quealailr sur les cyclones ne soit
pas publié dans une revue scientifique. Ce fait a étonné réeatrun des spécialistes du
milieu qui construit lui aussi une base de données globaecgeones. Le c6té le plus
novateur des travaux effectués par le GRID me semble éfpprbahe globale, que je
décris dans la deuxieme partie.

Par ailleurs, j'ai développé, depuis mon retour a Grenalote, composante d’enca-
drement doctoral. J'ai d’abord effectué un cours de M2R eadré un mémoire. Un an
plus tard, Hervé Pajot m'a proposé de co-encadrer la theSadeglle Petit. Je présente
certains de ses résultats a la fin de la premiére partie.
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Chapitre 1

Fonctions harmonigues et géometrie
hyperbolique

1.1 Présentation générale

Depuis un siécle et le théoréme de Fatou, on étudie la coeweegradiale ou non-
tangentielle des fonctions harmoniques. On s’est proiyesent apercu que les diffé-
rents criteres d’une telle convergence exprimés dans tpidisu le demi-espace eucli-
diens s’expriment plus naturellement dans la métrique tgigue (de courbure-1).
Par ailleurs, depuis les années 70, une nouvelle approcbesderiteres initiée par Jean
Brossard et basée sur l'utilisation du mouvement Browngtrapparue. L'alliance de la
géométrie et des probabilités a permis de démontrer desagide convergence non-
tangentielle d’abord dans les variétés de courbure négaiivis dans le cas discret des
arbres et tres récemment dans le cas des groupes hypedsofCamille Petit).

1.1.1 La convergence non-tangentielle dans le cadre eucéd

L'étude de la convergence non-tangentielle des foncti@amsbniques a commencé
au début du XX-eme siecle avec le théoreme de Fatou [47] : am&ibn harmonique
positive sur le disque unité admet en presque tout biht bord (pour la mesure de Le-
besgue) unbmite non-tangentielléinie, c’est-a-dire une limite dans tout cbne de sommet
0 et d’angle strictement inférieur®/2 (voir figure 1.1).

Ce théoréme était global (hypothese de positivité, corm)st il était naturel de
chercher des conditions pouvant entrainer la convergemetg¢amgentielle en des points
donnés, sous des conditions locales. De tels critéres najgou étre vrais qu’a un en-
semble de mesure nulle pres, étant donné que méme la gégjiivbale n’entrainait pas
I'existence de limites non-tangentielles en tout point. &#deurs il était aussi naturel
d’étendre le résultat en dimension quelconque et pour destigns pratiques, il était plus
commode de considérer le demi-espace euclidien.
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FIGURE 1.1 — Convergence non-tangentielle

Le premier critere de convergence esbtanitude non-tangentiellee qui fut prouvé
en 1916 par I.1. Privalov dans le cas du disque [63] et en 18B50AP. Calderén dans
le cas du demi-espace [33], pesitivité étant suffisante comme I'a remarqué plus tard
L. Carleson [34].

Un autre critére est la finitude diatégrale d’aire, appelée aussntégrale de Lusin
Ce critére a été prouvé en dimension 2 par le résultat de Lihkéwicz et A. Zygmund
[56] (1938) d’'une part et celui de D.C. Spencer d’autre @5}({L943), puis en dimension
supérieure par les résultats de A.P. Calderon [32] (195B)Mt Stein [66] (1961).

Dans les années 80, R.F. Gundy et M.L. Silverstein ont initdd notion dedensité
de I'intégrale d’aire[49] et un critére correspondant a été montré peu aprés pevskard
[31] par des méthodes probabilistes.

1.1.2 Enoncés des critéres

Nous allons maintenant énoncer en détail ces différernesres dans le cas du demi-
espaceRY x R%.. Les points de cet espace seront naés(x,y) et si est un point du
bordRY, le cone basé e, d’axe “vertical”, d’anglex et tronqué & hauteur 1 sera noge
(voir figure 1.2).

Les deux premiers critéres sont rassemblés dans le thésrévaat :

Théoreme 1.1.1(Calderdn-Stein)
Soit u une fonction harmonique sBt' x R”_. Pour presque tout poirft du bord (pour
la mesure de Lebesgue), les trois propriétés suivanteséspivalentes :

(i). Pour touta < 11/2, u(z) admet une limite lorsque z tend véren restant dang$ ;
(ii). Pour touta < 11/2, la fonction u est bornée siif ;

14
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FIGURE 1.2 — Convergence non-tangentielle dans le demi-espace

(iii). Pour touta < 11/2, I'intégrale d’aireest finie :
/ L [0u(x,y) [Py Vdxdy < +oo.
Fa

Remarquons qu’en remplacant, dans ces propriétés, leificeteur universel par le
guantificateur existentiel, on obtient des propriétés mahesnent équivalentes entre elles
mais aussi équivalentes a celles ci-dessus, toujours asemdate de mesure nulle pres.

Ce théoreme a été redémontré par la suite par J. Brossarepanéthodes proba-
bilistes utilisant mouvement brownien et martingales [29]. Les travaux décrits ici
doivent beaucoup a cette approche.

La densité de l'intégrale d’aire est, quant a elle, définidgmformules

DL(©) = 5 [, *Blu=rlidz) = [ ¥ Iou(@lor(d2)

ou oy est la mesure d’hypersurface de 'ensemble de niead r}. Le dernier critére
s’énonce alors ainsi :

Théoréme 1.1.2(Brossard)
Soit u une fonction harmonique sBl x R eta < 11/2. Pour presque tout poiré du
bord (pour la mesure de Lebesgue), les trois propriétésasiies sont équivalentes :

(). u(z) admet une limite lorsque z tend vé&en restant dang? ;
(ii). sup DL (B) < +oo;
(iii). D9(8) < oo,

15



1.1.3 Un point de vue géométrique

Depuis plus de trente ans, on a remarqué que les objetssugle®xprimaient plus
simplement si on munissait le demi-espace de la métriquettedé, ce qui est encore
plus troublant en dimension 2 ou les fonctions harmoniquekdiennes et hyperboliques
coincident.

Pour commencer, le bord devient le bord “a I'infini” (ou bokbgnétrique), les rayons
deviennent des rayons géodésiques (géodésiques paresngag0, +|) et les cones
deviennent des voisinages tubulaires de rayons géodésicaeonvergence non-tangen-
tielle est donc fortement liee a la géométrie de I'espacetbidoreme de Fatou a d’ailleurs
été progressivement prouvé dans de nombreux cadres : slipscthitziens, espace hy-
perbolique, variétés riemanniennes simplement connegesodrbure négative pincée
[24, 20], groupe libre [44, 38], arbres [35], graphes hyp&dues au sens de Gromov
[21].

Contrairement au théoréme de Fatou, les criteres ponaneété assez peu develop-
pés dans d’autres cadres que le demi-espace euclidietédraie d’aire recoit cependant
une expression plus simple et naturelle, puisqu’elle déJimtégrale d’'un gradient au
carré, c'est-a-dire une énergie [19] :

2\,1— 2
IOy dxy= [ Ciygtif iy

Pourtant, les seuls travaux sur I'intégrale d’aire dansadre non-euclidien étaient ceux
d’A. Koranyi et R.B. Putz sur les espaces symétriques [5B(dt utilisent fortement la
structure algébrique du groupe d’isométrie de I'espaceidéné). La densité de l'inté-
grale d’aire perd elle aussi le termegmmais n’avait jamais été considérée dans un cadre
non-euclidien.

1.1.4 Choix de la méthode probabiliste

Cependant, méme si les critéres s’expriment naturellerdans un cadre géomé-
trique, il n’en va pas de méme des démonstrations origirtldeses critéres qui utilisent
des formules trés explicites et des méthodes spécifiquesdre euclidien.

Les démonstrations probabilistes ultérieures sembldieaticoup plus flexibles et
adaptables. Elles reposent sur I'introduction d’une mote convergence de la fonction
harmonique le long des trajectoires browniennes. Pour eoenela a la convergence
non-tangentielle, il faut pouvoir conditionner le mouvernierownien a sortir en un point
donné du bord, ce qui se fait par la méthode kdgsocessus de Doob. Cette méthode
fonctionne dans le cas du bord de Martin, bord défini par laribélu potentiel a l'aide
des fonctions de Green. Il en résulte que ces méthodes plistesbn’ont de chances de
fonctionner que si on sait relier le bord géométrique quinetrde définir les notions
non-tangentielles et le bord de Martin permettant de ddfsinotions browniennes cor-
respondantes.
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On sait que ces deux bords, bord géométrique et bord de Megtimcident dans des
cadres hyperboliques au sens large : variétés de courbgegivet[24, 20], mais aussi
arbres [35] et plus généralement graphes hyperboliquesresude Gromov [21, 22] sous
certaines conditions.

1.1.5 La stratégie

On se place donc dans le cadre général suivant : on considé&space géometrique
(continu ou discret) “hyperbolique” dans un des sens vus pawt. La métrique (rieman-
nienne ou discrete) permet de définir la notion de géodésgigisede bord géométrique :
on peut donc parler de convergence non-tangentielle. Ebem@t aussi de définir I'éner-
gie non-tangentielle et un laplacien qui détermine lestions harmoniques. Ce laplacien
permet par ailleurs de définir une diffusion (mouvement lvieww ou marche aléatoire).

L*“hyperbolicité” entraine la coincidence du bord de Mariec le bord géométrique,
ce qui permet de comparer en un point du bord la convergence¢amgentielle d’'une
fonction harmonique et sa convergence le long des trajestailéatoires sortant en ce
point, qu’on appelle convergence stochastique. De la méargare, chacun des critéres
non-tangentiels vus précédemment a un analogue stoamaséidong des trajectoires
aléatoires.

L'équivalence entre les différentes propriétés stochass peut se montrer en général
a l'aide des théoremes de convergence des martingalescefaiseut étre délicat dans le
cas discret.

Il se trouve cependant que les propriétés stochastiquesmeas equivalentes aux
propriétés non-tangentielles en général, comme le moatreritre-exemple de Burkhol-
der et Gundy (voir par exemple [42]), mais on peut tout de m&mever des passerelles
qui permettent de démontrer les critéres non-tangentiels.

1.2 Le cas des variétés

On se place ici dans une variété riemannieNh@e class€® et de dimensionl >
2), compléete, simplement connexe et dont la courbure sewite est pincée entre deux
constantes strictement négativess 6-a% > K > —b?. Une telle variété est homéomorphe

a la boule ouvert8d d’aprés le théoréme de Cartan-Hadamard.
L'opérateur de Laplace-Beltrami est donné en fonction ded&rique par la formule

= (~amg) Lo (V9999 o)

et une fonctionf est diteharmoniquesi Af = 0.

17



1.2.1 Bord(s) a l'infini

D’une part, lebord géométriquele M est défini comme I'ensemble des rayons géo-
désiques quotienté par la relation d’asymptoticité [45¢uxirayons géodesiqueset 3
sontasymptotesi d(a(t),B(t)) est bornée sui0, +|. Ce bord fournit une compactifi-
cation deM grace a la topologie des cdnes (ces cones n'ont rien a vairlegecbnes
non-tangentiels du cas euclidien). Comme on a une varié@@adan-Hadamard, on sait
gue cette compactification est topologiquement la comfpzation de la boule ouverte
par la sphér&? -1,

D’autre part, le bord permettant une représentation iatégies fonctions harmo-
niques positives est lgord de Martin défini a partir des noyaux de Green [24]. Il fournit
aussi une compactification topologiqueMe

Ces deux compactifications coincident d'apres M.T. AndestdR. Schoen [24]. Ce
résultat est aussi un cas particulier des travaux thémidube Ancona [20] sur lesquels
nous reviendrons. Le bord unique ainsi obtenu seradidtét la compactificatioM.

On peut résoudre sur ce borddmbléme de Dirichlef68, 23] : toute fonction conti-
nue sur le bord se prolonge contindment de maniére uniqgue@foaction harmonique
surM a l'aide d’'une formule intégrale faisant intervenir la flsmdesmesures harmo-

niques p= (K)xem : )
Flx) = /aM £(6)d1x(6).

Ces mesures sont toutes équivalentes ce qui fournit unemaép-négligeabilité pour
les parties du bord. Leoyau de Poissqmobtenu usuellement comme limite de noyaux de
Green normalisés, peut aussi étre défini comme dérivée denRéykodim de mesures
harmoniques pg(x) = di/dpo(6), aprés choix d’un point base

Cette notion de négligeabilité permet d’énoncer un “thémr@le Fatou”, démontré
par les mémes auteurs [24, 20] :

Théoréme 1.2.1Pour une variété M vérifiant les hypotheses précédentesfanution
harmonique positive admet en p-presque tout point du bdtdune limite non-tangen-
tielle.

La notion de limite non-tangentielle est ici celle annondées la présentation générale et
décrite plus précisément dans la sous-section suivanterdtéaoncés tous les résultats
non-tangentiels que j'ai obtenus pour les variétés.

1.2.2 Reésultats non-tangentiels

Suite aux remarques précédentes, on appeble (non-tangentieln 6 de rayonc
'ensemble
re={xeMld(xye) <c},
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ou c > 0 etyy est I'unique rayon géodésique joignana 6 € M. Nous dirons qu’une
fonctionu converge non-tangentiellemergrs| en 6 si pour toutc > 0, u(z) tend verd
quandz tend vers en restant danis.

On peut aussi introduire les autres propriétés non-tareest Nous dirons que la
fonctionu estbornée non-tangentiellemee 6 si les restrictions de aux tubed ? sont
bornées. Nous appellerogmergie non-tangentiellde la fonctionu sur le tuber? la
guantité

0
B(w) = [, 10udw = [|0ui )

qui correspond a I'intégrale d’aire du cas euclidien. Onegpdefinitude de I'énergie non-
tangentielldorsque I'énergie est finie pour toat> 0.

L'objet principal de ma thése a été la preuve en courburetiveégdiun résultat ana-
logue au théoréme de Calderén-Stein [18, 19]:

Théoréme 1.2.2Pour une fonction harmonique sur M, convergence non-tatigjé
bornitude non-tangentielle et finitude de I'énergie nongentielle sont trois propriétés
M-presque partout équivalentes.

Remarquons que, comme dans le cas euclidien, on peut seindstra des tubes de
rayonc fixés et obtenir des propriét@gpresque partout équivalentes entre elles et a celles
ci-dessus.

Un peu plus tard, j'ai étendu ce résultat a d’autres opératgue le laplacien [19].
Pour cela, on définit 'énergie associée & un opérateutigligL par [ L(u?). On a alors :

Théoréme 1.2.3Soit L un opérateur elliptique adapté et faiblement coescif M, tel
que L- 1 = 0 et que la fonction de Green tende véra l'infini.

Alors le théoreme précédent s’étend aux fonctions L-haigu@s (avec la notion
d’énergie ci-dessus).

Il restait aussi la question d’'un critére analogue a celuiaddensité de l'intégrale
d’aire [31]. Pour obtenir un tel critére, il a été pratiquepteuver un théoreme de Fatou
“local”, qui a aussi comme corollaire un critére remplacnbornitude deu par une
minoration (ou majoration) [2]. Ces deux résultats se séwélés étre conséquences de
travaux antérieurs sur la convergence admissible par H[28a26], la comparaison avec
la convergence non-tangentielle étant due a A. Koranyi €tfBentes [37].

Pour les énoncer, nous avons besoin d’'une définitionU sist un ouvert dév et
8 € aM, on dit qued esttangentielpourU si 'ensemble™®\ U est borné pour tout > 0.

On a alors les résultats :

Théoréme 1.2.4(Fatou local) Soit U un ouvert de M. Si u est une fonction harigoe

positive sur U, pour p-presque tout poiitangentiel pour U, la fonction u admet une
limite non-tangentielle ef.
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Corollaire 1.2.5 (Fatou ponctuel) Soit u une fonction harmonique sur M. Pepresque
tout point® du bord, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(). La fonction u converge non-tangentiellementen
(ii). Pour tout ¢> 0, u est minorée sur?;
(iii). 1l existe c> Otel que u soit minorée sU‘rg.

Ces deux résultats sont utiles dans la preuve du critere denisité de I'énergie [1]
gue nous allons maintenant énoncer. Pour une fonction hmagueu et© € 0M, on pose

DE(G):—%/FGA|u—r|(dx).

On aalors le

Théoréme 1.2.6Soit u harmonique sur M ets 0.
Alors u converge non-tangentiellement en p-presque taat fe oM tel que [(8) <
+o0o,

Nous allons maintenant évoquer les différents ingrédjgniss les articulations lo-
giques des preuves de ces résultats.

1.2.3 Conditionnement et résultats stochastiques

Le mouvement brownief¥;); est le processus de diffusion associé au laplacien [57,
61], a valeurs dankl. Avec les hypothéses précédentesiduil n'y a pas d’explosion,
c’est-a-dire que le brownien est défini pour tbgtR ;. Pour chaqug, X; est une variable
aléatoire et pour presque towft — X;(w) est une trajectoire continue. Si on considere
seulement les trajectoires partant d’un point bgsen obtient une probabilit&,. La loi
du brownien est donc donnée par la famille de probabi(i&scm-

Il se produit alors un phénomene crucial observé par J.t[62ja sous les hypothéses
précédentes s, P-presque sGrement, la trajectoire converge vers un poibodii(lui
méme variable aléatoire), c’est-a-dire que, pBupresque touto € Q, il existe® € oM
tel que

tle)Q(w) =0
Si on noteXs, (w) cette limite, la loi deX., loi “de sortie” du brownien, se trouve étre la
mesure harmoniqua rencontrée préecédemment.

On peut alors conditionner le brownien a sortir par un poamtreéd du bord, cela par
la méthode deb-processus de Doob [40, 18]. On obtient ainsi des probésitg.

Définissons alors les analogues stochastiques des pésgpriéh-tangentielles. Soit
u une fonction harmonique. Si on regarde le comportemeni elong de toutes les
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trajectoires browniennes, il yB-presque sirement équivalence le long de la trajectoire
entre la convergence degsa bornitude et la finitude de I'énergie

400
*x 2
7= [ ouee) P,

cela découlant aisément du théoreme de convergence desgabas.

Conditionnant le brownien a sortir en un pothtlu bord, les évenements ci-dessus
étant asymptotiques, on obtient que la convergence, latbdenou la finitude de I'éner-
gie arrivent chacune avec probabilité 0 ou 1, si on force davbien a sortir erd. Cela
définit donc des notions dmonvergence stochastiqusornitude stochastiquet finitude
de I'énergie stochastiquen® € M. On déduit du résultat ci-dessus le

Lemme 1.2.7 Pour une fonction u harmonique sur M, la convergence stdaas, la
bornitude stochastique et la finitude de I'énergie stodgast sont des notions équiva-
lentes en p-presque tout point du bord.

Rappelons cependant que ces notions ne sont pas presqué pgttivalentes aux no-
tions non-tangentielles correspondantes. Il découle dér@onstration du théoréme 1.2.2
gue les propriétés non-tangentielles entrainent les j@t@grstochastiques et on peut re-
monter ponctuellement des propriétés stochastiques apxigrés non-tangentielles sous
une hypothese d’uniforme continuité comme on le verra dacsiollaire 1.2.18.

1.2.4 Unlemme géométrique

Pour un boréliefE c M, on notel ¢(E) = Ugcel? la “tente” s’appuyant SUE (voir
figure 1.3). Le lemme clé suivant a beaucoup de corollaigsstiles. On peut en voir
une démonstration tres concise dans le cours d’A. Ancona&Blaur ([22]) et détailléee
dans ma these ([18]).

Lemme 1.2.81l existen > 0tel que, pour tout borélien E d#M, on ait
YXZTe(E), PdXe&E]>n.
On en a tiré alors le résultat suivant (voir [19]) :

Corollaire 1.2.9 Pour E borélien d@M, on note §(X) = P[X € E].

Alors, pour toutd € oM tel que £ converge non-tangentiellement vetsl¢(E)
contient une “pointe’ 8\ B(o,R) de tout tube 8, e > 0.

Par ailleurs, cette hypothese s@iest verifiée pour p-presque taie E.

Plus tard, on a introduit la notion de poihte dM tangentiel pour une partlg¢ deM,
définie par la bornitude de tous les ensembigsU, e > 0. On a alors montré ces deux
corollaires (voir [2]) :
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FIGURE 1.3 — L'ensemblé ¢(E)

Corollaire 1.2.10 Soit U un ouvert de M. Alors, pour p-presque t@ut M tangentiel
pour U, le mouvement brownien “finit sa vie” dans U (i.e.eXU pour t grand).

Corollaire 1.2.11 Soit U un ouvert connexe de M contenant le point baserdestemps
de sortie de U.
Alors, pour p-presque to@ tangentiel pour U, Pt = +oo] > 0.

1.2.5 Inégalités de Harnack

On se sert tres frequemment des différentes inégalités deakla

Théoreme 1.2.12(Inégalité de Harnack usuelle) Soient U un ouvert connexigl ég K
une partie compacte de U. Il existe alors une constante € tgle, pour toute fonction u
harmonique positive sur U, on ait

supu < C-infu.
K K

Pour énoncer la deuxieme, il nous faut introduire quelquéations : poux € M, & un
vecteur tangent exiet un anglen, on note/\(x, §,a) le cone ouvert (usuel) de sommet
directiong et d’anglea, c’est-a-dire la réunion des rayons géodésiques (ouvmattant
dex et faisant un angle avecstrictement inférieur &. On noteA(x,&,a) le cone fermé
correspondant. Enfin, on notéx, &, a) = A(x,&,a) \ B(x, 1) le cdne (fermé) tronqué cor-
respondant. On a alors le

Théoréme 1.2.13(Principe de Harnack a I'infini) Pour touti €]0,11/2], il existe une
constante C telle que pour to@t, &) € TM on ait la propriété suivante :
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,0/2)

FIGURE 1.4 — Sous-multiplicativité des fonctions de Green

Si u et v sont deux fonctions harmoniques strictement gesis8urA(x, &, o) tendant
vers0 a I'infini (pour la topologie deM), alors

supE §C~inf9,
TV TV
ouT=T(x&a/2).

Ce principe est le point clé de I'identification entre boradgétrique et bord de Martin
[24, 20]. Il nous servira trés souvent, surtout dans la fdatmn en termes de fonctions
de Green qu’en a donné A. Ancona [20] :

Théoréeme 1.2.14(Sous-multiplicativité de fonctions de Green) Pour taut]0, 11/2], il
existe une constante C telle que, quels que soient les pqintet z tels qu’on puisse
trouver une directiorg verifiant x¢ A(x,&,a) etye T(x,§,a/2) (voir figure 1.4), on ait

G(x,y) <C-G(x,2)G(zy).

1.2.6 Suites de boules non-tangentielles

La propriété suivante est démontrée par A. Ancona [22] dansadre de théorie du
potentiel, mais on en a donné une démonstration probadaigéométrique dans [2]. Elle
repose sur le principe de Harnack a I'infini.

Proposition 1.2.15 Soit une suite de boules fermées de rayon fixé dont les césricant
non-tangentiellement vers un polhtiu bord, et soit x M (voir figure 1.5).

Alors le mouvement brownien rencontr)%ﬁ’resque sGrement une infinité de boules
de cette suite.
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FIGURE 1.5 — Suite de boules non-tangentielle

On en tire trois corollaires fondamentaux :

Corollaire 1.2.16 Soitl? un tube non tangentiel eéhe oM. Alors FP-p.s., le mouvement
brownien rentre et sort de ce tube a des instants arbitragenproches de l'infini.

Corollaire 1.2.17 Pour une fonction u quelconque, s’il y a a la fois convergencs-
tangentielle et convergence stochastiquégalors les limites sont égales.

Corollaire 1.2.18 Si une fonction quelconque u admet une limite stochasticunedl et
est uniformément continue sur le tubg alors ux) converge vers | lorsque x tend ves
en restant dang?, cela pour tout sous-tubed, e < c.

1.2.7 ldées des preuves

Pour démontrer le théoreme 1.2.2 (critéres de la bornitude & finitude de I'éner-
gie), comme la convergence entraine la bornitude, il resteritrer deux implications.
Pour montrer que la bornitude entraine la finitude de I'@eean considére la réunion
I" des tubes de rayansur lesquelsu| < n. Sit est le temps de sortie de cet ensemble, la
propriété de martingale du mouvement brownien assurant que

Me = 12(X) — /Ot IOu(Xs)[%ds

est une martingale locale, un théoreme d’arrét et la coemegymonotone fournissent

ES [/()T\Du(xs)\zds] < oo,
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En conditionnant un résultat classique de théorie du peteon transforme cette inéga-
lité en Gr étant la fonction de Green di§ :

[/ 15u() PGr (0.y)po(y)dy <+

Pour obtenir une énergie, il reste alors a mindggfo,y)pg(y). Un lemme d’A. An-
cona [22], redémontré dans la thése, permet de compareudanbe erf, le noyau de
Poissonpg et la fonction de Green globalg(o, -). Pour comparer la fonction de Green
derl et lafonction de Green globale, on démontre alors le lemnvasuqui a un intérét
propre :

Lemme 1.2.19Soit U un ouvert de M contenant un tubg. Si on notet le temps de
sortie de U, on a, pour € c,

lim Gy (07 X)

x—0, xcl8 G(0,x) O[ ]

Ce lemme repose sur une interversion de limites plutot a@ia justifier en utilisant
plusieurs fois le principe de Harnack a I'infini.

On montre ensuite que la finitude de I'’énergie entraine laagence en deux étapes :
on montre d’abord que I'énergie stochastique est finie, c@muive la convergence sto-
chastique par le lemme 1.2.7, puis on montre une certaingncée uniforme, ce qui
permet de revenir a la convergence non-tangentielle ael’did corollaire 1.2.18. Pour
passer de I'’énergie non-tangentielle a I'énergie stoanaeston introduit la réuniom’
des tubes de rayonsur lesquels I'énergie est bornée pagt v le prolongement harmo-
nigue de I'indicatrice des points a I'infini d€. On considére alors la quantité

+oo
o= o | [ 0006 P e O],

dont la finitude, pour un quelconquae=|0, 1], entraine rapidement la finitude de I'énergie
stochastique aux points voulus. Prouver cette finitude egiaint délicat qui utilise le
principe de Harnack a I'infini et que nous ne détailleronsipiadl reste ensuite & montrer
une certaine continuité uniforme ce qui se fait avec la

Proposition 1.2.20 Si u est une fonction harmonique d’énergie non-tangestid{u)
finie, alors|Ju| est bornée sur tout sous-tubg, e < c.

Cette proposition se démontre a l'aide de la méthode dtitdirade De Giorgi-Nash-
Moser.
L'extension aux opérateurs coercifs (théoreme 1.2.3) e pas de probleme parti-
culier, si ce n’est de trouver les bonnes hypothéses et deev@ue tout se passe bien.
Le théoréme de Fatou local (théoréme 1.2.4) se démontm@aié I'aide du corol-
laire 1.2.11 et du corollaire 1.2.18. On peut supposer sarte ple généralité qué est
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connexe et que € U. SoitT le temps de sortie dd. Commeu est harmoniqueu(X;))

est une martingale locale si@; 1[ et elle convergd,-presque slrement (car elle est po-
sitive). Une formule de désintégration &g sur lesPd assure que poyt-presque tout

8 € aM, (u(X)) convergePd-presque sdrement. Le lemme 1.2.11 entraine donc que pour
p-presque toud tangentiel poud,

PO[1 = 4o et (u(X)) convergé> 0.

On se fixe alors u® vérifiant ces deux conditions. On prolonge la fonctioen u en
lui donnant la valeur O hors dd. La probabilité précédente étant non nullg(X;))
converge lorsque tend vers+o avec probabilité?d positive, puis égale a 1 par la loi
0— 1 asymptotique. On a donc convergence stochastique jpigis def = In(u+ 1), au
point6.

Par ailleursu+ 1 est harmonique et positive suret une version infinitésimale de
I'inégalité de Harnack (Cheng-Yau, [36]) assure queika 1), puis f, est uniformément
continue sufl” = |_2+1\B(0, R) pourvu queR soit choisi tel qu'um-voisinage dd soit
inclus dandJ (n > 0), ce qui est possible c8rest tangentiel poud. Le corollaire 1.2.18
assure enfin la convergence non-tangentiellé,qriis deu, dans le tub&?.

Le théoreme de Fatou ponctuel (théoréme 1.2.5) s’en dédainant : pour montrer
la seule implication non trivialg(ifi) =-(i)), on fixec > 0 et, pouN € N, on pose

Ay ={BeaM|vxe T ux) > —N}.
Par dénombrabilité, il suffit de la convergence non-tarighaten p-presque tout point

desAy. Soit
u=Jre.

SIS
Par le théoreme de Fatou local appliqué a la fonatierN surU, on a convergence non-
tangentielle ernu-presque tout point tangentiel padr Or presque tous les points ég
sont tangentiels pol d’aprés le corollaire 1.2.16, ce qui conclut.

Donnons enfin les grandes lignes de la preuve du critére densitd de I'énergie
(théoreme 1.2.6). Comme au-dessus, il suffit de prouver,lg@N, la convergence non-
tangentielle aux points de

Bn = {8 € aM|D2(8) < N}.
Par intégration,

Nz [ oY) = [ ([ gA|u|<dx>) 1o().

Bn

Avec les notation§ = Ugcp, '8 etHc(x) = {6 € aM|x € '8}, ce dernier terme est égal a
1
~5 [ o(He0 11BN AUl (60
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Cette intégrale est donc finie et I'idée est de minorer le ¢égigH:(x) NBy) par un noyau
de Green, ce qui permettra une interprétation brownienak €& fait par le principe de
Harnack & l'infini : siug, = P[X» € An], C’est une fonction harmonique positive et il
existea €]0,1[ etC,c’ > 0 tels que{ug, >a} CT et

vx € {ug, > o} \B(0,c'), G(0,X) <C-o(Hc(X)NBy).

En notanV = {ug, > a}, on adonc

_ / G(0,X)Au(dx) < +o.
V\B(o,c’)

On montre alors en appliquant deux fois la formule de Green le

Lemme 1.2.21 Soit U un domaine régulier borné contenant o, dont la foncte Green
est notée @G et le temps de sortie Pour u harmonique sur M, on a

Eo[[u(Xt)[] = |u(o)] — /U Gy (0, X)Auf(dX).

Ce lemme permet dans un premier temps de controler ce quisse garB(o,c) et
d’obtenir [2]

- /V G(0,X)A|u|(dX) < +o.

On approche ensuité par des domaines bornés régulidksauxquels on applique le
lemme, et commé&y, < G, on obtient SUpE,[|u(Xy,|] < +e0. Un résultat bien connu de
théorie du potentiel donne alors une décomposition de différence de deux fonctions
harmoniques positives s auxquelles on peut appliquer le théoréme de Fatou local.
Toutes deux, et donc aussi convergent donc non-tangentiellement en presque@out
tangentiel poul/. Commeug,, est harmonique bornée et en utilisant sa définition, les
résultats classiques sur les fonctions harmoniques berivée [19]) assurent qu'elle
converge non-tangentiellement vers 1 en presque tout geiBy. De tels points sont
tangentiels pouBy ce qui conclut.

1.3 Le cas des arbres

La méthode probabiliste ayant fait ses preuves dans le&t@arle courbure négative,
il était tentant de voir ce qu’on pouvait dire dans le casreisc’est-a-dire lorsqu’on re-
garde les fonctions harmoniques sur un graphe. Le cas lesipiyse est celui des arbres,
qui sont de bons analogues discrets des variétés de courbgative. Nous pensions
a priori que les arguments du cas continu s’adapteraient sans prebléela a été le
cas pour les arguments géométriques, qui sont méme caoasieiérent simplifiés par la
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structure d’arbre. Il n’en a pas été de méme pour les argupeobabilistes car les mar-
tingales discrétes sont d’'un maniement plus délicat quebasingales continues. En ce
qui concerne la théorie du potentiel, les démonstrations kacas des variétés utilisaient
la connaissance du bord de Martin et des inégalités de Hambinfini [24, 20]. Dans
le cas présent, bien qu’on ait a notre disposition les rasuthéoriques d’A. Ancona
[21, 22], i semble plus naturel d’utiliser les résultatséieurs de P. Cartier sur le bord
de Martin des arbres [35]. Le principe de Harnack a I'infirti @srs remplacé par des
estimations reposant sur la structure d’arbre et la prtpfigte de Markov, ce qui permet
d’avoir des démonstrations assez dépouillées et des rtiajus&ffectives.

La premiére étape [1] a été de s’intéresser a la convergada@e, pour deux raisons.
La premiére était la simplicité, car ce travail avait comragtibitial de faire connaitre ces
meéthodes géométriques a un public probabiliste n'ayantsesdisposition les notions
de géométrie différentielle et il importait de ne pas breuile message par une tech-
nique superflue. La deuxieme était I'intime conviction gaaslle cas discret, la conver-
gence radiale et la convergence non-tangentielle étagshdtions presque identiques.
Récemment, L. Atanasi et M. Picardello ont prouve [27], darcss particulier des arbres
réguliers, la p.p. équivalence entre convergence, balaiai finitude de I'énergie non-
tangentielles, par des méthodes combinatoires asseredifés des notres. Il nous a alors
semblé opportun de montrer que nos méthodes s’étenderaibieas non-tangentiel [3].

1.3.1 Cadre discret

L'espace que nous considérons ici estarhre, c’est-a-dire un graphe non orienté
(S A) (une aréte étant une partie a deux élémentS)decalement fini, connexe et sim-
plement connexe. On utilisera les notions usuellesia#nin distance géodésique

On munit cet arbre d’unmarche aléatoirgX,)nen aux plus proches voisins, supposée
transiente(conséquence de I'’hypothéese d’uniformité faite plus 1089 loi est la donnée
d’'une famille (Ps)xes ou P est la probabilité obtenue lorsque le point de départ de la
marche esx. Cette marche définit ulaplacien: pour une fonctio € S¥,

VX, Au(x) = Ex[u(Xq1)].

Une fonction est ditbarmoniquesi son laplacien est nul.

D’aprés P. Cartier [35], la compactification géométriquesdte de Martin coincident.
La marche aléatoire converge p.s. vers un point du B&et, si on notegly la loi de
sortie de la marche partant geappelée aussnesure harmoniqy®n obtient une famille
K= (Mx)xes de mesures équivalentes 9&

1.3.2 Notions radiales et non-tangentielles

On se fixe un point base Comme dans le cas des variétés a courbure négative, les
analogues des cones non-tangentiels euclidiens sontilEsages tubulaires de rayons

28



géodeésiques : 9 € 0S, on noteyy le rayon géodeésique joignaata 6 et, pourc € N,

on notel® = {y € Sld(y,ys) < c}. Soit u une fonction harmonique. Poare N, son
énergie c-non-tangentiellen 8 estJd(u) = S yers Au?(y) et sonénergie radialeen 8 est
J8(u) = J8(u) = 32 oAu?(ye(k)). Il'y a convergence, bornitude ou finitude de I'énergie
radiale deu en® selon que(u(ys(n)))n converge, qu’elle est bornée ou gifgu) < +-oo.

Il'y a convergenceon-tangentiellale u en 0 si, pour toutc € N, u(y) admet une limite
lorsquey tend versd en restant dang?. Il y a bornitudenon-tangentiellgresp. finitude
de I'énergienon-tangentiellpde u en 8 si, pour toutc € N, u est bornée sufF? (resp.
J8(u) < +o0).

1.3.3 Un premier résultat stochastique

7

Pour une fonctiom harmoniquel’ énergie stochastiquest la v.a.

J*(u) = Z)(Auz) (X)
k=
(termes positifs par harmonicité).

On définit alors les trois événements*, A et 9** par, respectivement, la conver-
gence dei(X,) lorsquen tend verso, sa bornitude et la finitude de I'énergie stochastique.
Contrairement au cas des variétés, on n’obtient pas dimertel’égalité presque partout
entre ces trois ensembles. Les théorémes de martingaleplssrfaibles dans le cas
discret et ne permettent d’avoir qu’une inclusion, et eeraoins facile a démontrer.
L'égalité viendra plus tard, comme une conséquence de |ladgmation des résultats
non-tangentiels.

Lemme 1.3.1 Pour toute fonction harmonique u (et tout point x), on a
]** E [ C N**
le premiére inclusion étantpresque sare.

La deuxieme inclusion est triviale car toute suite convetgest bornée. Montrons
la premiére : pour cela, il suffit de montrer que, pour tbue N, I'ensemble Ji* =
{we Q|I*(u)(w) < N} est presque inclus dans™, le résultat cherché en découlant par
réunion dénombrable. Fixons aldskse N et notonsty le premier temp# pour lequel
ZE;(l) (Auz) (Xk) > N en convenant quey = o lorsque cela n'arrive pas. Poare N,
I'événement{ty > n+ 1} étant égal {y_o (AU?) (X) < N} (la somme étant & termes
positifs), il estFy-mesurable. L'événement complémentajtgy — 1 < n} est donc¥y-
mesurable ety = Ty — 1 est un temps d’arrét. Remarquons que

-1
> (Ar?) (%) <N

k=0
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et quet), = » si et seulement sI*(u) < N. Stoppons alors la martingald, = u?(X,) —
Y oo Au?(X,) au temps d'arréty, :

(NATY)—

n/\.[/ > — Z AU —N.

Cette martingale étant minorée par une constante, elleesqye sGrement convergente.
Sur I'événementy*, d’une partty = o, doncMp = Mnar;, €st presque sGrement conver-
gente, et d’autre pagﬁ’:OAuz(Xk) converge, dono?(X,) a presque sdrement une limite
finie. Pour se ramener a la fonctianon utilise une astuce classique : la foncticau—+1
est aussi une fonction harmoniquefef = A(u? +2u+ 1) = Au? car 1+ 1 est harmo-
nique. Ainsi on peut appliquenace qui précede et, sur I'évenemefjt (qui est le méme
pouru etv), v’(X,) a presque srement une limite finie. ComvAe= u® 4+ 2u+ 1, siv?
etu? ont une limite finie, alorsi en a une. Ainsg* C L™, ce qui acheve la preuve du
lemme.

La méthode dek-processus de Doob permet la aussi de conditionner la masbrgir
en un poin® donné du bord et on nof? les probabilités conditionnées. Les événements
asymptotiques vérifient une loi 0-1 et on définit les notstieshastiquede convergence,
bornitude et finitude de I'énergie en un pohé 0S par les ensembles

- {e € OSPE(LH) = 1} :
A = {B€ oI =1,
9" = {e c dgPRY (1) = 1} .

De plus, pou € £*, la variable aléatoire lim(X,) estP?-p.s. constante (indépendante
dex) et cette valeur est appelédilaite stochastiqueeu en6. En appliquant une formule
de “désintégration” au lemme 1.3.1, on obtient le résuliaizst :

Lemme 1.3.2 Pour toute fonction harmonique u, on a

le premiére inclusion étant p-presque sdre (U étant la neebarmonique).

1.3.4 Reésultats

Les arbres sont de parfaits analogues des variétés de ceumbgative. Cela permet,
entre autres, d’'avoir un comportement similaire des géqdés : écartement de deux
géodésiques, unicité du segment géodésique entre deus,dmnd a 'infini.
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Nous avions cependant une hypothese plus forte dans le sasdétés, a savoir un
pincement de la courbure. Pour traduire cela, on regarder#re d’arétes partant de
chaque point ainsi que leurs poids respectifs : beaucouptdmavec des poids faibles
signifient que la courbure est trés négative. On se convine gu’une bonne hypothése,
d’ailleurs déja utilisée dans les travaux de A. Koranyi, MP4cardello et M.H. Taibleson
[52] et M.A. Picardello et W. Woess [60], est la suivante :

(H) Je>0,3n>0,vx~y, €< p(xy) < %—n-

Cette hypothése assure en particulier que le nombre dengaldin sommet est mi-
noré par trois et majoré uniformément SubDe plus, elle entraine que I'arbre est transient,
comme conséquence immeédiate du lemme 1.3.4 qu’on verragau$©n a alors le

Théoréme 1.3.3SoientG = (S,A) un arbre muni d'une marche aléatoire vérifiant I'hy-
pothése d’uniformité#) et u une fonction harmonique.

Alors les convergences non-tangentielle, radiale et sistiue, les bornitudes non-
tangentielle, radiale et stochastique, et les finitudesé&leergie non-tangentielle, radiale
et stochastique coincident pour pu-presque tout point dd.bor

Remarqguons que ces presque partout équivalences ne salggpéguivalences, mais
gu'ily a parfois de vraies implications, comme le fait quedamvergence entraiieujours
la bornitude. Un travail de construction de contre-exes\pkt en cours pour montrer que
seules les implications triviales sont “vraies”.

1.3.5 Simple connexité et uniformité

On noteH (x,y) la probabilité, partant de d’atteindrey. En notantp,(x,y) = P«[Xh =
y], on définit lafonction de Green &, y) = S_o Pn(X,Y) qui est finie par transience. La
simple connexitéentraine directement les deux égalités suivantes pour iah psur le
segment géodésiqle y| :

H(xy) =H(x2H(zy) et G(xy) =H(x2)G(zy) 1)
Par ailleurs Ihypothése d’'uniformité () permet de majorer uniformémertet G :

Lemme 1.3.4

1
2Ch (=20 ) <1 vx£yH(xy) <Ch.
271N

1
E|CG <: m) ,VX,y,G(X,Y) < CG
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On peut en voir une démonstration dans I'article de M.A. Rielo et W. Woess déja
cité [60]. Elle consiste a comparer la situation a celle d’'ahaine de Markov unidimen-
sionnelle sulN telle qu’en un point différent de 0, la probabilité d’augrtarde 1 vaille
%-i— n et celle de décroitre de 1 vail%— n. Dans ce cas patrticulier, il est possible de
calculer explicitement la probabilité d’atteindre 0 entpat de 1. La comparaison repose
alors sur une récurrence. On trouve dans [1] une preuve adeasgartingales due a
C. Leuridan.

Les formules 1 et le lemme 1.3.4 permettent de démontrex tésultats dont certains
ont un air de “déja vu” :

Corollaire 1.3.5 (“Lemme d’évitement”)
Soit U une partie connexe de S (au sens de l'introductiomysAl

Px [la marche rencontre U< (Cpy)9Y).
Pour énoncer les deux résultats suivants, introduisoneatagion : SiE est une partie
du bord, on notera
FE)=Jve

6eE
la réunion des rayons géodésiques pointant Zef3n a alors les résultats :

Corollaire 1.3.6 (“Lemme de la fin”)
Soit E un borélien du bord. Alors, pour p-presque t@at E, la marche aléatoire finit
PY-presque slirement sa vie dani).

Corollaire 1.3.7 (“Lemme des pointes”)
Soit E un borélien du bord. Alors, pour p-presque téut E, I'(E) contient une
“pointe” de Vg, c’est-a-dire contienyg sauf un ensemble fini.

1.3.6 Eléments de preuve

Pour plus de commodité, nous noterafsA et 7, les ensembles de poinfsdu
bord pour lesquels il y a respectivement convergence nugetatielle, bornitude non-
tangentielle ou finitude de I'énergie non-tangentielleuden 6. Les ensembles corres-
pondant aux propriétés radiales seront eux natési\" et ". On rappelle que ceux
correspondant aux propriétés stochastiques $ont* et A’*. Il nous faut montrer que
tous ces ensembles squapresque partout égaux. D’aprées le lemme 1.3.2, on saitgéja
g% C L* C A~ etil est clair queL c Al et L' A", puisqu’une suite convergente est
bornée. De plus, il est clair que chaque propriété non-taigjke implique la propriété
radiale correspondante.C L', ALCc N etg C J".

Par ailleurs, puisqu’on est sur un arbre, un chemin partamt e qui tend vers un
point 8 du bord passe forcément par tous les points du segment ggoelgs Ainsi, Si
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Xo =0 et X, = 0, alors la suitgyg(n)) est une suite extraite de la suit&,) et on a les
inclusions£* C L', A* c A", et7* C J". Cela entraine aussi qu’en cas de convergences
stochastique et radiale, les limites sont les mémes.

En résumé, on a donc les inclusions suivantes :

]* E L* C N*

N N N
]I’ LI’ C Nl’
U U U

g L C N

Il est montré dans [1] qu&(’ C 7" et 9" C 9*, ce qui prouve 'équivalence des notions
radiales et stochastiques. Il est montré dans [3] qtie L et AL C 7, ce qui achéve la
preuve du théoreme.

La preuve de l'inclusiory” c 7*, partant de la méme idée que celle de la courbure
négative ne pose pas de probleme particulier en utilisarduéls démontrés plus haut et
nous ne la détaillerons pas.

Les démonstrations di" C J" et C 7 sontlargement inspirées des démonstrations
de la courbure négative, mais le cas radial est beaucoupsphyde. Pour le cas non-
tangentiel, on démontre deux lemmes similaires a ceux deudbare négative, mais par
des méthodes tres différentes qui reposent sur des majusaxplicites obtenues a I'aide
du lemme 1. Il nous parait donc intéressant de détailleegcpreuves de ces lemmes. En
revanche, nous ne donnerons pas plus de détail sur les diéatimms de ces inclusions.
Rappelons que le noyau de Martin est défini par

-

Lemme 1.3.8Vce N,3a > 0,0 € aS,Vy € I'%, G(0,y)Kg(y) > a.

SiU est une partie d&, on définit aussi sud x U la fonction de Green G(x,y) deU
comme l'espérance, partant dedu temps de séjour gnavant de sortir d&J.

Lemme 1.3.9 Pour U C S contenank? ett le temps de sortie de U,

. GU (07y) (§)
im ————==PJ[1=+0].
yerf y—e G(O,Y) 0[ ]

Montrons alors le lemme 1.3.8. Notorgy) la projection dey suryg (voir [1]) et remar-
quons que, pouz € (T1(y), 0),

G(0,2) = H(o,m(y))G(1(y),2) et G(y,z) =H(y,m(y))G(m(y),2)
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d’apres la formule 1. Ainsi
G(y,2) _ H(y,m(y))
G(0,2)  H(o,m(y))

ne dépend plus deet sa limite quanda tend ver® est donc

_ H(y.n(y))
o) = Hiomy))

Puis G
G(0,y)Ke(y) = H(y,T(y)) °

par la formule 1. Or

G(y,y) > pa(y,y) > 3¢?
et

H(y. PY)H(P(y),y) > €

par(H) et le fait qued(y, T(y)) < c, ce qui acheve la preuve du lemme 1.3.8.
Prouvons alors le lemme 1.3.9::

G (03) = G(0.Y) ~ Eo G Y)lirc ] =B(0) (1 Eo | G e )

et par définition du noyau de Martin, quitte a intervertiritaite et I'espérance,

lim GU (O7y)
yer@y—6 G(0,Y)

= 1~ Eo[Kp(Xt) Lz yoo)] = P [T = +9].

La derniere égalité est juste une formule de conditionnéfi¢mue nous avons décidé
de passer sous silence dans cet ouvrage. On justifie cedteargion par le théoreme de

convergence dominée. L'idée est de majorer, lorsgest fini, %((XOT)}? par un multiple
de Kg(X;). Pour cela on compai@(X;,y) et Kg(X;). On note toujourst la fonction de
projection suryg. On distingue deux cas.
Sim(X%) € [o,m(y)],

G(X'Dy) — G(T[(XT)7y) — G(O7y) — G(O y>

KG(XT) KG(T[(XT>) KO(O) Y
d’apres la formule 1, en remarquant que cette formule emgraiissi par définition deg
et passage a la limite que

Ko(Xt) = H (X, (%) )Ke(TI(X%r)) €t Kg(0) = H (0, Ti(X1) Ko (TI(Xs))-
SiT(X;) ¢ [0,1(y)], on a encore

G(Xey) _ G(m(X0).y)
Ko(X)  Ko(m(Xy)
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Par ailleurs, par sa définition et la formulekb(Ti(X;)) = (H(0,1(X;))) " donc le rapport
ci-dessus est égal a

H (0, (%)) G(T(Xx), y) = H (0, T(y))H (Ti(y), (%)) G(TU( %), Y) -

On sait queG est bornée (voir [60, 1]) et H est une probabilité, donc il este plus qu’a
comparetH (o, (y)) aG(o,y). Or

l . z
et est majorée pags. o
En réunifiant les deux cas, il existe une constfielle que

G(X,y)
KG(XT) =

B ’ G(07 y)

ce qui fournit la majoration voulue et achéve la preuve dunhen..3.9.

La démonstration d&* C L utilise un résultat d’A. Ancona [22] similaire au résultat
concernant les suites de boules non-tangentielles suat@tés, qu’on prouve ici facile-
ment grace a la simple connexité :

Lemme 1.3.10Si (X,)n €st une suite de points de S convergeant non-tangentigiteme
vers un poin® € 9S, alors la marche conditionnée a sortir 8rpasse presque srement
par une infinité desx

Voyons tout d’abord comment ce lemme permet de démontre¥sigltat annoncé. Par
'absurde, supposons que la fonction harmonigaeémette une limite stochastigue R
en B mais ne converge pas non-tangentiellement V/ens . Il existe alors und > 0 et
une suite(xp)n convergeant non-tangentiellement vergels que, pour toun, |u(X,) —
|| > &. Alors la marche(Xy)x rencontrePS-p.s. une infinité de, par le lemme, ce qui
nous permet d’extraire une suits,); telle que, pour touf, [u(Xy,) — I > 8. Ainsi, PY-
presque sdrement, la fonctiome converge pas velde long de(Xy)k, ce qui fournit la
contradiction cherchée.

Démontrons enfin le lemme 1.3.10. Rappelons que la méthagla-peocessus de
Doob consiste a considérer une nouvelle chaine de Markaviel@iar

Ko (y)
) )
X? - X?
P 06Y) = i 0 p(x.y)
ou le noyau de Martin est défini par
_ i G(xY)
Ko(x) = )I/—% G(o,y)



(voir par exemple [43]). Cette formule entraine directetiiss formules analogues pour
les p? et les fonctiondH® et G® associées. Considérons alors, poumwionné, la pro-
jectiony, dex, sur le rayon géodésiqug (voir [1]). Comme la marche partant aeet
conditionnée a sortir ef passe p.s. par, d’apres la structure arborescente, la propriété
forte de Markov donne

He(07xn) = HS(YnaXn) =

H(yn,Xn).

Par définition des noyaux de Matrtin,

Ke(%) . G(%n,Y)
Ko(yn) m G(Yn,Y)

etG(Xn,Y) = H(Xn,Yn)G(Yn,y) des queyn € [Xn,Y], donc

H®(0,%) = H (Xn, Yn)H (Yn, Xn).-

La distance de; ay, étant majorée puisque,)n converge non-tangentiellement vers
B, cette derniére quantité est minorée par une cons@nted par (#). Par le lemme

de Fatou, la probabilité sachant qu’on sortBetie rencontrer une infinité deg est donc
supérieure ou égale @, et la loi 0-1 asymptotique assure qu’elle vaut donc 1, ce qui
achéve la preuve du lemme.

1.4 Le cas des groupes hyperboliques (C. Petit)

La suite logique du cas des arbres était de considérer dpeagdyperboliques vé-
rifiant les hypothéses des travaux d’A. Ancona [21, 22], pawoir I'identification des
bords nécessaire a notre stratégie. Nous avons cependesd, aiussi bien dans le cas
des variétés que dans celui des arbres, des hypothese®dhité qui ne sont pas impli-
guées par I'hyperbolicité. Un cas ou cette uniformité estimatique est celui des groupes
hyperboligues.

Il était donc logique de s’attaquer aux groupes hyperbebqvec la méme stratégie
globale. On pouvait s’attendre a quelques difficultés asanmdes martingales discretes,
comme on I'a vu pour les arbres. Par ailleurs, le coté geoguétrtraité a coup de théo-
remes de comparaison a la courbure constante (du genrémhéole Rauch) dans le cas
des variétés et traité a I'aide de la simple connexité dacadeales arbres, était a réinven-
ter.

C’est ce qu’a fait Camille Petit, thésard que je co-encadpis septembre 2008. Il a
d’abord introduit la notion de “tube” non-tangentiel et d#ntre le critére de la bornitude :

Setting : We fix now a non-elementary hyperbolic group S, a finite synunet
generating system Z and a finitely supported probabilitysneav on S such
that supfv) generates S as a semi-group.
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We will note d the distance arising frord, & the hyperbolicity constanty
andmy the admissibility constants amd= Sa base point.

Let us now define the non-tangential notions i 0 and6 € dS, denote by
% := {x e S|y geodesic ray frono to 6 such thatd(x,y) < c}

the non-tangential tube of radigand vertexd. A functionu converges non-
tangentially a® if, for all ¢ > 0, u(x) has a limit asx goes to8 in 2. In the
same way, the function is non-tangentially bounde@ idtfor all c > 0, uis
bounded orf 8.

Remark that these non-tangential notions do not depera due to the al-
ternative definition 00Sby geodesic rays ([48]).

Theorem 1.4.1 (Petit)
In the setting above, for a harmonic function u, both follogvproperties are
equivalent for p-almost aB € 0S :

1. the function u converges non-tangentiallyat

2. the function u is non-tangentially boundedat
Ce résultat, disponible sur ArXive, est actuellement sauitha ensuite démontré le cri-
tere de I'énergie et affiné celui de la bornitude :

For a harmonic functiom relative to a random walk with finite support on
a non-elementary hyperbolic group, following properties aquivalent for
almost all poin® of the boundary :

1. the functioru converges non-tangentially @&t

2. the functioru is non-tangentially bounded @t

3. the functioru has a finite non-tangential energytat

4. the functioru is non-tangentially bounded from below (or abovef at
Ce résultat est écrit et en phase de relecture.
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Chapitre 2

Analyse spatiale et statistique des
données environnementales : une
approche globale des catastrophes
naturelles

Les travaux décrits ici concernent I'analyse spatialeatstique de données environ-
nementales et sociales en lien avec les catastrophes llegtulle sont menés a I'échelle
mondiale : c’est I'approchglobale particulierement développée par les membres du
GRID/Europe, (organisme relevant du Programme des Natiomss pour I'Environne-
ment (UNEP)), qui est décrite dans une premiere section.

Dans une seconde section, nous détaillerons notre cotidritaul’élaboration d’un in-
dice de vulnérabilité des populations aux catastrophasalis, leDisaster Risk Index
analogue pour les catastrophes naturelles du célélmegan Development Indepermet-
tant a 'ONU de cibler au mieux ses aides et susceptible @l'étitisé dans les travaux
ultérieurs sur le sujet. Cette étude était commanditéesgardgramme des Nations Unies
pour le Développement (UNDP).

En dehors de la construction de I'indice lui-méme, nous s\aurssi participé au trai-
tement d’un type de catastrophe spécifique : les cyclonda.geea décrit dans une troi-
sieme section.

Dans la derniere section, nous présenterons |'élabordtiore carte mondiale d’aléas
d’inondations, partie d’'un travail plus vaste,dobal Assessment Repoaqui fait natu-
rellement suite a I'étude précédente.
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2.1 Analyse globale des données environnementales

Depuis une vingtaine d’années, les progres technologigquésmment au niveau de
limagerie satellite et des capacités de traitement etalekagge des données, ont permis
le développement dans de nombreux domaines de bases dedglof@les c’est-a-dire
recensant les items au niveau mondial.

2.1.1 Le GRID/Europe

Le GRID, Global Resource Information Databgsest un organisme dépendant du
Programme des Nations Unies pour I'Environnement (UNERYg#h de la collecte et
de la diffusion de telles données globales. Une fois les élescollectées et traitées, de
nombreux produits cartographigues, mais aussi des asalyset diffusés gratuitement
par I'intermédiaire de sites internet et de rapports psblic

Son bureau de Geneve, le GRID/Europe, a un statut tripapéeial, car y participent
aussi 'OFEN (Office Fédéral de 'Environnement, équivalemsse de notre ministére
de I'environnement) et I'université de Genéve. A ce tittai §té partiellement détaché
pendant quatre ans aupres du GRID/Europe lors de mon pasbagwersité de Geneve.
J'ai depuis collaboré régulierement avec cet organismegliEnde sa mission initiale de
collecte et de diffusion de données, il a certaines spééici

Il a développé un départemdrarly Warning dont le but est de repérer tres tot certains
désastres grace a de I'imagerie satellite. Il s’occupe pamele de repérage et de suivi
des feux de forét.

Il aussi développé de nombreuses analyses, par exemplarguadt de I'activité hu-
maine sur la couverture du sol (zones urbaines, forétsiegtadacs, etc.), sur I'impact
des tsunamis, etc. Les travaux auxquels j'ai collaboré emant, eux, I'étude de la vul-
nérabilité des populations aux catastrophes naturelles.éBudes sont souvent menées
en partenariat avec d’autres agences de 'ONU. Par exemplétlides développées ici
ont été menées sur I'impulsion du Programme des Nationssipaier le Développement
(UNDP), en collaboration avec plusieurs universités et &appui d’autres organismes
comme I'Organisation Mondiale de Météorologie (WMO).

2.1.2 Lanalyse des données géoréférencées

Pour comprendre quelles sont les spécificités de I'apprgldimle, il peut étre utile
de décrire d’abord plus généralement les outils d’analgsedibnnées spatiales : celles
gue nous considérons sont presque togtxéférencéex’est a dire que chaque item
vient avec des coordonnées géeographiques, en plus de aegdatiques propres. lly a
deux types de données.

Les donnéesectoriellessont formées d’objets géométriques dont le positionnement
spatial est donné par les coordonnées d’'un nombre fini deésgpdtar exemple, une par-
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celle cadastrale est un polygone dont sont stockées ledmunges des sommets. Des
stations de mesure météorologiques seront géoréférepaéees points, une route par
une ligne brisée, etc. Ce type de donnée est trés écononmqua@ mémoire.

Les donnéegmageou raster, sont elles stockées relativement a un maillage (qu’on
peut imaginer rectangulaire, méme si ¢a ne représentergmidat pas la géométrie sphé-
rique de laterre) de I'espace considéré. Ce maillage a ufvpee deux : le pas horizontal
et le pas vertical) qui est aussi appedgolution On donne alors une valeur par cellule.
Par exemple, “Hydrosheds 90m”, que nous avons utilisé pétude sur les crues, est un
modeéle numérique de terrain global avec une résolution da 90 donne, pour chaque
cellule de 90 m par 90 m, l'altitude moyenne de celle-ci. Omtpeprésenter, a l'aide d’un
code couleur pertinent, les données par une image, d’ounkedeoce format. Ce type de
données est trés gourmand en place mémoire. Remarquonssgugalges satellites sont
toutes des données raster.

La géomatiqueest définie comme une “approche intégrée de mesure, gest®n,
ckage, analyse et diffusion de données a référence spatidlie fait appel a des logi-
ciels spécifiques, appelés systémes d’information gébgrapes (G.1.S. en anglais), qui
incluent aussi en général une composante de gestion de thasmnées et quelques
statistiques, mais cela reste tres limité. Méme si ces iklgiservent beaucoup a la car-
tographie, leur véritable intérét réside dans leurs fomstidanalyse spatiale chaque
donnée géoréférencée constitue uoacheet le jeu est de superposer (ou “croiser”) les
couches pour obtenir une information pertinente. Par el@ndans notre étude sur les
cyclones, on a construit dgsnes-tamparc’est-a-dire des zones autour de la trajectoire
d’un cyclone ou le vent dépasse une certaine limite. Cessztamepon sont des données
vectorielles, stockées sous forme de polygones. On crosdte cette couche avec une
couche raster de population et le logiciel nous fournit lemhce de personnes touchées par
le cyclone. Certaines études peuvent étre tres complexesasid’école est le choix de
'emplacement d’un incinérateur. Il faudra estimer la zdeepollution a I'aide d’un mo-
dele prenant en compte non seulement le type d’incinérdtebauteur de la cheminée,
mais aussi les conditions météorologiques usuelles, tz fdu vent, etc. puis considérer
le nombre de personnes situées dans cette zone de pollutibfagdra déplacer, celui
des personnes situées dans une zone plus large de désagiémiemgueurs des trajets
des camions poubelles, etc., puis pondérer tous les itefaide de méthodes spéci-
fiques, ce qui permettia finede comparer les différents sites possibles. Certains de ces
logiciels, spécialisés dans le traitement d'images seg]lsont trés puissants pour faire
du calcul d'images. Par exemple, si I'on veut faire une gj@mecomme un maximum
entre deux images, le calcul se fera cellule par cellule ghgi a étre parallélisé.

On a aussi besoin de I'outil statistique (et pour ¢ca de letgcspécifiques) d’abord
pour voir les données sous un maximum d’angles différentgicpermettra de faire des
conjectures, ensuite pour étayer ces conjectures (ce hpaodes preuves au sens mathé-
matique du terme...), comme dans le cas de I'étude du liea rivieau de développement
et vulnérabilité des populations aux catastrophes n#gsrdl'outil statistique sert aussi
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dans la préparation ou la construction de données, comnslel@as de I'étude sur les
crues ou il permet par exemple une estimation des débitemainés a partir d’'une série
temporelle. Cet outil statistigue nous semble aussi pditiement important dans le cas
de données globales, car il permet de “lisser” certainsudgfdus a cette globalité.

2.1.3 Qualité des données globales

La qualité de ces données est en effet tres inégale pour deraonges raisons dont
nous décrivons les principales.

Couverture

En ce qui concerne certaines données physiques, commeparatre ou les préci-
pitations, liées essentiellement & des stations de mdaukpartition de ces stations est
souvent tres inégale : il y en a trés peu en mer et la couvedigpend beaucoup de la
densité de population, des pays, de leur niveau de dévetapyeetc. Si I'on veut une
couverture totale, on a recours a des modeéles de reconstrgpatiale trés sophistiqués.

Le travail sur les crues décrit plus bas entre en partie deis problématique car on
n'a pas une station de mesure a chaque exutoire de bassamiveéds a donc recours a
une analyse spatiale et statistique pour estimer les débits

Homogénéité

Par ailleurs, pour des raisons historiques, les conventienmesure peuvent varier
suivant les endroits. Le travail d’homogénéisation desumessexistantes est souvent
énorme.

Dans le cas d’'une reconstruction spatiale, la qualité sewaent inhomogene, évi-
demment meilleure la ou I'on a beaucoup de mesures réelles.

Traitement informatique

Pour d’'autres données, les mesures peuvent étre obtenuestgléite. Mais dans ce
cas les mesures sont dépendantes des conditions météguelagle la position du soleil,
etc. Il'y a un traitement informatique énorme et la fiabiliééipétre médiocre dans certains
cas.

Acces aux données

Par ailleurs, méme des données existantes ne sont pasrdjsponibles. Certains
réseaux de mesure sont privés, par exemple, certainesnstate mesure de débit des
cours d'eau servant a des compagnies d’'assurances. Mémed ges réseaux sont pu-
blics, ils sont la propriété des Etats et certains refuseresl diffuser ou les font chére-
ment payer.

Résolution spatiale

La résolution spatiale est parfois insuffisante pour le¢yara a mener. Ou certaines
résolutions assez fines peuvent étre obtenues de maniéoiedig par des interpolations
parfois non pertinentes, dont il convient de se méfier.

Cependant, ce domaine est en évolution permanente, etliféqueymente sans cesse.
Par exemple, au début de I'étude sur les crues, le seul modeiérique de terrain global,
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disponible et concu pour étre hydrologiquement correct{mé&’il comporte encore des
erreurs comme nous I'avons montré) était “Hydro1K”, dontdsolution est de 1 km. A
la fin de I'étude, le nouveau modéle “Hydroshed90m” de régmi®0 m était disponible.

2.1.4 Attentes et limites de I'approche globale

Pour mener une étude a un niveau global, on attend une cate/dds données la plus
large possible, si possible quasi-totale. Cela nous amarieip a prendre une résolution
spatiale ou temporelle assez grossiere. Par exemple daas ldes crues, nous avions
envisagé de prendre des données journaliéres de préoipjtatais la couverture était
insuffisante et nous avons di nous contenter des donnéesetieas

Le nombre des différentes variables disponibles au nivéaagpeut-étre assez ré-
duit. Dans le cas de régressions statistiques, si plusiauiables ont des trous dans leur
couverture et que ces trous sont disjoints, on est amengerapint a supprimer des va-
riables faute de quoi I'étude ne serait plus vraiment glebal

Si I'on tient compte de ces limitations et de la qualité desrad®s (homogénéité, fia-
bilité, précision) qu’il est la plupart du temps impossi@lévaluer, les modéles physiques
et statistiques qui vont permettre de traiter ces donnégsmctresimpleset robustes
Il doivent étre le plus possiblgutomatisablescar la taille des données mises en jeu ne
permet pas de traitement manuel des items.

Dans ces conditions, il est clair que les attentes doiveatrétuites a I'obtention de
tendances, d’influences qualitatives, & des comparaisossigres, mais en aucun cas,
on ne pourra parler de prédictions ou effectuer de compargsécise entre deux pays.
Comme on I'a déja dit, I'outil statistique pourra donner d&sultats au niveau global car
il “gommera” les imperfections locales, et le corollairé @s'aucune conclusion ne devra
étre tirée au niveau local.

Une fois ces précisions clairement posées, il est asseelpeqgue nous ayons pu
obtenir quelques résultats significatifs, que nous déosvwoaintenant.

2.2 Concept duDisaster Risk Index

En 1990, le Programme de Nations Unies pour le Développe(iDP), estimant
gue le niveau de développement d’'un pays ne se réduisaityras guantité d’argent par
habitant (le produit intérieur brut), a construit un indgtatistique composite, lduman
Development Indexntégrant des données qu’on avait jusque la probableragaep se-
condaires comme le niveau d’éducation... Cet indice a cammanorme succes et est
depuis trés utilisé.

En 2000, le méme Programme a voulu un indice similaire potimes le niveau
de vulnérabilité des populations aux catastrophes né&aret mieux cibler ses aides.
L'UNDP ne disposant cependant pas des moyens, notammenggj§oes, pour élaborer
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cetindice, il sS’est tourné vers le Programme de Nations &Jpair 'Environnement, plus
précisément vers le GRID/Europe, basé a Geneve, ce qui & ienrau projet GRAVITY
(Global Risk And Vulnerability Index Trends per Yegar

2.2.1 Le projet GRAVITY

La premiére étape a été de définir les notions de risque etldérabilité. D’apres
une définition des Nations Unies [70],

the risk is a function of hazard occurrence probabilitypedat at risk and
vulnerability.

Comme I'étude concernait les impacts sur la populationefméelement at riska
été entendu comme la population exposée. Le térazard occurrencéait référence a la
fréquence de retour d’'un évenement d’'une certaine interisit vulnérabilité est décrite
comme “the degree of loss to each element should a hazard ig&a geverity occur”
[28].

Il a été ensuite fait 'hypothese que le risque suivait unaraltiplicative comme
décrit dans I'équation simplifiée :

R=H;, - Pop-Vul (1)

ouRestla moyenne du nombre de déces par an, pour le type deréésastidéré s, est

la fréquence de ce type de désastre (nombre d’événemerdn)pBopest la population
vivant dans la zone exposée considéréégtest la vulnérabilité qui dépend du contexte
socio-politico-économique de la population (hombre samedsion entre O et 1).

Si on définit I'exposition physiquearPhExp= H;, - Pop, on obtienfR= PhExp Vul.
Remarquons qu’avec cette définition, une méme personneteqiysieurs fois si elle est
exposée a plusieurs évenements.

La stratégie devenait donc évidente :

Dans un premier temps, pour chaque type de risque, il faiédduler, par pays, I'ex-
position physique et en tirer la vulnérabilité, puisqu’@ofinaissait” le nombre de décés
(en fait, la encore, il est trés difficile de connaitre préoient ce nombre de déces).

Dans deuxieme temps, on devait expliquer a I'aide d’'un nedgtistique la vulné-
rabilité & I'aide des variables socio-économiques.

Il Ny avait plus qu’a... ce qui a pris quelques années et deimant mené a l'indice
recherché.

Les différentes étapes peuvent se voir dans les rappontessifs du projeGravity
[5, 8, 9].

2.2.2 LeDisaster Risk Index

En ce qui concerne I'exposition physique, le calcul est $ipge a chaque type de
désastre. Ont été considéres les cyclones, les séchetesdesmblements de terre et les
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inondations. Les problemes rencontrés dans I'étude desuws| notamment & cause du
trop petit nombre d’évenements observés dus a la périodeale beaucoup trop grande,
n’ont pas permis de traiter ce cas.

Pour chacun de ces types de désastre, il a fallu considéneodele physique per-
mettant d’estimer spatialement la zone touchée par le tiésasiis croiser cela avec la
couche de population pour en tirer I'exposition physiquela’est avéré un travail assez
long car il a fallu, dans un premier temps, comme dans toutéedde ce type, collecter et
traiter les données correspondantes. Les modéles phgsiguessitent des données pour
lesquelles il nexistait a 'époque aucune base de donnébslg. Il a alors fallu unifier
les bases de données régionales, sachant qu’elles ne ¢aifepbpas les mémes types
d’'information et qu’elles n’utilisaient pas les méme usitBans le cas des cyclones dont
nous parlons en détail plus bas, il a fallu développer urclegspécifique pour construire
cette base de données globale.

Une fois I'exposition physique calculée, il fallait atér a chaque évenement les
pertes engendrées. Il existait ailleurs une base de dornoléalg des désastres avec cette
information, que nous avons pu obtenir, mais il a fallu diabla nettoyer car elle n’était
pas utilisable en I'état et il a surtout fallu la géoréférmmpour la faire correspondre avec
les bases de données spécifiques a chaque type de désastorigjavaient fourni les
variables physiques. On en a alors déduit la vulnérabilité.

La deuxiéme phase était I'étude statistique que j'ai merésgnnellement. Une pre-
miere tentative menée avant mon arrivée n’avait rien dorireéeause en était probable-
ment la volonté d’utiliser des modeles beaucoup trop stighiss, qui nous semblent,
comme expliqué plus haut, tout a fait inadaptés a cette apprglobale. Une étude des
distributions des variables a fait apparaitre que tenterrdgressions linéaires directe-
ment serait sans espoir. Nous avons donc transformé cedbhes; la plupart de maniére
logarithmique mais pas toutes. Il était clair que les maglelatenus seraient alors a uti-
liser de maniere uniqguement qualitative et surtout noniptied, mais encore une fois,
cela I'aurait été méme sans les transformations logarghes. Une longue et minutieuse
analyse statistique a suivi, s'appuyant sur différentei@s numériques, I'expérience hu-
maine, de nombreux essais et des validations systémapquesalyse des résidus, pour
déterminer la “meilleure” régression dans chaque cas.

En intégrant alors ces différents modeles statistiquesnoistpar régression, on a enfin
obtenu un indice. Nous avons cependant bien alerté lesalésides dangers que pouvait
présenter I'utilisation inappropriée de cet indice, natant a des fins de classement
précis ou de prédiction.

Le lecteur désirant en savoir plus trouvera un peu plus dalsl@ans notre article
[14] et beaucoup plus de détails, avec de nombreux types deesdignettant en valeurs
les phénoménes remarquables et les orientations des mesa@etes a prendre, dans le
rapport final qui a été publié par TUNDP [10]. Notons que cesxdouvrages sont libres
d’acces sur internet. Nous allons maintenant détaillerditgetment des cyclones auquel
nous avons activement collaboré.
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Global processing

PROVIDER

CYCLONES’ MEASURES
(TEXT FILE)

RESTRUCTURATION TOOL

MODEL CALCULATING TOOL

FORMATED DATA
(EXCEL FILE)

FORMATED DATA
+ BUFFER ESTIMATION

BUFFERS
(G.LS. FORMAT)

FIGURE 2.1 — Le processus de traitement des données cycloniques

2.3 Le cas des cyclones

Ce travail a été mené en collaboration avec Ola Nordbeckypetrgisé par Pascal Pe-
duzzi [6]. Pour calculer I'exposition physique au risquelopique, comme pour le cas
des autres désastres, nous avons trois étapes : récupéndiertles données physiques
des cyclones recensées dans les différentes régions diwepmaétdrminer les aires géo-
graphiquesZones-tamportouchées par des vents dépassant un certain seuil, ccetser
zones-tampon avec les couches de population pour obtexrdsition. Nous ne détaille-
rons ici que les deux premiéres étapes. Le processus esituéeaur 'organigramme 2.1.
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2.3.1 Construction de la base de données globale

Les bases de données régionales existantes étaient toutedes formats différents,
tres variés. Par ailleurs les observations tres nombrewesgermettaient pas une trans-
cription manuelle. Nous avons donc construit un logiciaitémt tous les formats et les
convertissant en un format standard permettant de lesraértéigns une unigue base de
données globale, qui permettait de préserver toutes lesmations disponibles. Ce pro-
cessus aurait pu permettre une sorte d’intégration autqueaties nouvelles données
arrivant au fil du temps par des connexions entre les baseshéds elles-mémes. A ma
connaissance, ce n’est toujours pas le cas et c’est probabted( a des résistances ré-
gionales dans la crainte d’une perte d’autonomie. Cette th@slonnées globale gérée par
le GRID/Europe est cependant régulierement mise a joyguesien utilisant le logiciel
en question et elle contient aussi évidemment les infoonatgéographiques, c’est-a-
dire les trajectoires des cyclones et leurs zones-tamponléas comme expliqué dans
la suite. Ce calcul a été intégré au logiciel ci-dessus,i®@plyclone Database Manager
qui traite donc successivement les trois étapes : convedsios un format commun, cal-
cul des zones-tampon et gestion de la base de données globtkbase de donnée rend
possible des analysasposterioricomme celle diDisaster Risk Index

Seules trois informations étaient fournies par toutes &seb de données : les posi-
tions successives de I'eeil du cyclone, la pression cengtdkevitesse de vent maximum
observée. Nous avons donc opté pour un modele simple etteplars accord avec la
philosophie de I'approche globale que nous nous étions fixébpart.

2.3.2 Modeéle stationnaire

C’est un modele paramétrique pour un cyclone dont I'ceil esr finstant supposé
immobile, considéré par beaucoup de spécialistes commeileeor parmi les modeles
de complexité identique. Il s’agit du modele de G.J. Hollgs] :

b P wp | R2f2 Rf
Vh(R> = \/6 (ergax) ‘(Penv— Pcentre> 'e(RnF]i )b-I- 2 2

~

ou
— Vh(R) est la vitesse du vent a distarRele I'ceil (ms 1) ;
— b est un paramétre qui change la forme du profil radial (sansmsion) ;
— Peentre€St la pression au centre du cyclone (Pa) ;
— Pepvest la pression asymptotique environnementale (Pa) ;
— Rmaxest la distance de I'ceil a laquelle le vent est maximal (m) ;
— Rest la distance de I'ceil a laquelle on estime le vent (m) ;
— p est la densité de I'air, supposée constante (kgkBn3);
— f est le paramétre de Coriolis=(2wsin(lat)) avecw = 0.0000729%rad -s™ 1, la
vitesse angulaire de la terre,lat la latitude.
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FIGURE 2.2 — Profil des vitesses de vent dans un cyclone

Cela donne un profil de vent qu’on peut voir sur la figure 2.2qpeetres b = 1.5,
Peentre= 1015hPa, Popy = 990hPa Ryax= 10000m, lat = 45°).

Le choix du paramétrB, assez subtil, a été discuté avec des spécialistes de céemodé
Pour la valeur d&myax €n général non disponible, il a fallu faire une correspocdavec
I'échelle de Saphir-Simpson, toujours discutée avec Iésiafistes.

Comme les cyclones n’ont pas vraiment tendance a restedae, pl nous a alors
fallu intégrer son déplacement.

2.3.3 Modele dynamique, zones-tampon latérales

Une premiere approche rapide et facile a intégrer dans tgsiéds géomatiques,
consistait a construire des zones-tampon symétriquespport a la trajectoire en ajou-
tant simplement la valeur de la vitesse de vent a la vitedselléa a I'aide du modéle
stationnaire.

Nous avons ensuite résolu de faire des calculs vectoriég)pel le vent circulaire
du modele stationnaire est atténué par le déplacement @gnet amplifié de I'autre.
Remarquons que cette latéralisation est inversée enémidphere nord et I’hémisphére
sud. Nous représentons sur la figure 2.3 le champ de vecteugseltant et sur la fi-
gure 2.4 une représentation tridimensionnelle des normesetteurs vitesses.

Nous avons, a l'aide de cela, construit des zones-tampéralas. Il y a différents cas
a distinguer comme on peut le voir sur la figure 2.5.
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FIGURE 2.3 — Champ des vitesses autour de I'ceil du cyclone
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3-D wind speed intensity with level curves
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FIGURE 2.4 — Intensité du vent autour de I'ceil du cyclone
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FIGURE 2.5 — Construction des zones-tampon latérales
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Legend

Mitch Track
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T99R037T Belize Mitch 60000 60000

19980376 Panama Mitch 7500 T'500

FIGURE 2.6 — Le cyclone Mitch

2.3.4 Des zones-tampon latérales aux zones-tampon des &etoires

A l'aide des zones-tampon latérales, on construit les ztamepon de trajectoires
comme les polygones ayant pour sommets les extrémités des-tampon latérales. Les
zones-tampon asymetriques qui en résultent n’étaientremtibles directement par au-
cun des logiciels géomatiques existant. Il a donc fallu teamsmettre ces zones-tampon
directement sous forme polygonale, c’est-a-dire que neoissad( calculer nous-mémes
les coordonnées des sommets de ces polygones. Cela a éssimtde faire un peu de
géomeétrie sphérique. Ces coordonnées sont ensuite tisessau logiciel géomatique qui
construit les couches des zones-tampon. Au niveau de ééjlabale, ces données sont
ensuite reliées aux autres données concernant la popul@iopeut voir sur la figure 2.6
I'exemple du cyclone Mitch.
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2.4 Carte mondiale des crues exceptionnelles

Les travaux sur les risques liés aux catastrophes natsireitigamment ldisaster
Risk Index14, 10] et un rapport de la Banque Mondiale [3Bjgaster Risk Hotspo}s
ont permis de tirer certaines conclusions sur la précisemaartes de risque obtenues.
Il a été souligné qu'il fallait mettre un effort particulisur le cas des inondations. La
banque mondiale nous a donc mandaté, Christian Herold efpmai une étude de faisa-
bilité d’'une carte mondiale d'aléas d’inondations en 2Q@5tapport de cette étude [12],
consultable sur internet, étudie les différentes pistes poe telle carte et recommande
une méthode, dite de&tatistical Peak-Flow Estimatellotre estimation de la charge de
travail pour la carte globale était de I'ordre de 'annéemme équipe plus étoffée. Deux
ans plus tard, a I'occasion d'un projet mené phrtérnational Strategy for Disaster Re-
duction(ISDR), composante du Programme des Nations Unies pour\el@gement,
nommeéGlobal Assessment Rep¢@AR) et prolongement naturel de I'étude sublisas-
ter Risk Indexavec une plus forte composante de spécialistes univiegsitan a demandé
aux deux mémes personnes, Christian Herold et moi, de camestette carte globale. Il
est fait mention rapidement de cette étude dans le rappoR {38, 15], assez général,
qui passe trés peu de temps sur la technique des études npengdsus les types de
désastres. En revanche, nous soumettrons bientot ureastieintifique sur le sujet [16],
dont nous présentons ici les grandes lignes.

2.4.1 Présentation

Dans le choix de la méthodologie, un compilation spatiake @e&nements d’inon-
dations répertoriés ne pouvait pas convenir, car la couregpatiale des données exis-
tantes était insuffisante. Sur proposition de K.L. et J.lPdivie hydrologues du EROS
Data Center (EROS/USGS) aux Etats Unis, on a choisi la métbtatistique dePeak
Flow Estimategvoir par exemple [64]). L'idée principale est d’estimeoup chaque bas-
sin (versant) d’'une certaine taille, la zone inondée cpopedant & une crue centenaire,
en utilisant le débit centenaire et un modéle numériquermaite Pour les bassins ayant
une station de mesure proche de leur exutoire, ces débiptownels peuvent étre esti-
meés en modélisant statistiquement la série temporelle@@tsdnaximaux annuels. Pour
les bassins sans station de mesure, ces débits centeraivenpétre évalués par des for-
mules de régression, établies a partir de bassins sinsilay@nt des stations, et expliquant
ces débits a I'aide de variables climatiques, hydromorgitaques et de couverture du
sol.

Considérant les méthodes statistiques, nous avons undd@tus choisi la simpli-
cité, car elles devaient étre appliquées de nombreusestfaides données de trés grande
taille, et devaient étre le plus possible automatiséest Resiimation des débits cente-
naires a partir des séries temporelles, nous avions a clgbiéialement un modeéle et
des méthodes d’estimations des parametres. D’aprés Mkbaaal[59] : “[...] it is not
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possible to identify a parent distribution for the annuakimaum floods. Attempts over
many years have proved inconclusive”. Cependant deuxtistvns sont principalement
utilisées a cet effet dans la pratique, la distribution GBéiferalized Extreme Valpet

la distribution log-Pearson de type lll. Les deux ont donagélp passé des résultats ac-
ceptables, la comparaison entre les deux dépendant du €igside Bien que les études
locales requierent un choix fin de la distribution comme lelignent Meigh et al.[58],
dans le cas d’'une étude globale, nous devions faire un cholpabde distribution pour
tous les bassins. Nous avons décidé de suivre la méthodaliégrite dans le bulletin
17b duUnited States Water Resources Council’s Hydrology Subctiea{67], qui uti-
lise la distribution log-Pearson Ill. Pour I'estimationsdgarametres, il y avait plusieurs
meéthodes et la comparaison n’est pas évidente (voir [41$ drcas de GEV). Nous
avons choisi la méthode des moments, elle aussi consedltde pulletin 17b. Cette com-
binaison de distribution et d’estimation a prouvé sa pertge dans plusieurs cas [59].
Concernant les régressions, vu le trés grand nombre devarita@té, nous avons choisi
la méthode la plus simple, a savoir des régressions lirepmedérées (qui se sont avérés
comparables auseneral Linear Modelslans certains cas d’estimations de ce type [51])
apres transformation convenable des variables.

Cette méthode d’estimation des zones inondées, appligeérathiere locale, par
exemple au niveau des Etats américains, n’avait jamaigétéet au niveau global. Nous
avons fait dans I'étude préliminaire [12] des tests sur demanes, 'une en Amérique du
nord et l'autre en Amérique du sud. Ces zones avaient étéieBaassez grandes pour
pouvoir donner une idée de I'application globale, mais pag pour pouvoir terminer
I'étude dans un temps raisonnable. Cette étude prélingiaait montré que la méthode
avait quelques chances de fonctionner au niveau globad, liissiue restait incertaine. Par
ailleurs, cette méthode globale concerne seulement leslgsarivieres et elle ne prend
pas en compte les inondations éclair et les inondationseresti Les résultat obtenus ne
peuventen aucun cass’appliquer localement ou pour la planification des sols.

Les estimations des zones inondées ont été faites a I'aicherddbdele développé par
EROS/USGS que nous avons utilisé tel quel. Les résultaenabtont été comparés aux
évenements répertoriés paiDartmouth Flood ObservatorfDFO).

2.4.2 Données

Pour cette étude nous avons utilisé les jeux de donnéesssliva

Débits

Elles sont composées de stations géoréférencées et desteénporelles des débits
mensuels moyens. C’est une compilation de jeu de donnébawgtprégionaux et natio-
naux provenant de plusieurs centres de recherches. Un ieffoortant a été fourni pour
obtenir les données nationales quand cela était possible.

Modéles numériques de terrain et produits hydrologiques davés

Trois modeles numériques de terrain ont été utilisés a desetifférentes de I'étude :
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— HYDRO1K (EROS,USGS) a été utilisé pour générer le premmsemble de va-
riables destiné a I'analyse statistique. La résolution denlet les produits auxi-
liaires ont été considérés comme tout a fait pertinents petbe phase de I'analyse ;

— Global Drainage Basin Database (GDBD) a été utilisé daefgges cas particu-
liers pour aider a la correction du réseau hydrographiqueétie® par HydrolK ;

— Hydrosheds (WWF, en partenariat avec USGS, CIAT, TNC, QESRte utilisé
pour calculer les estimations de débits exceptionnelsretrgé les zones inondées
correspondantes. La résolution de 90m a été considérée e@ssantielle dans le
processus de génération des zones inondées.

Couverture du sol

On a utilisé Global Land Cover GLC_2000 version 1 (I&®bal Environment Moni-
toring Unit) pour générer deux variables différentes : Forest Covanpefvious Cover
(voir table 2.9).

Global Lakes and Wetland Database (GLWD) a été utilisée géungérer la variable
Surface Water Storage (voir table 2.9).

Les deux jeux de données nous semblent avoir une précisemuate pour I'utilisa-
tion qu’on en fait ici.

Climat

Les précipitations mensuelles et les températures mdesumbyennes sont des ras-
ters globaux fournis par I@limatic Research Unit at University of East Anglizes réso-
lutions spatiales et temporelles nous ont semblé suffisquater I'étude.

Les données de précipitationariability Analyses of Surface Climate Observations
(VASCIimO) fournies par leGlobal Precipitation Climatology CentréGPCC) ont été
utilisées pour générer les précipitations exceptionselBe jeu de donnée a été choisi
pour sa fiabilité et son homogénéité temporelle.

Trois cartes de classification climatique ont été utilisées

— le jeu de donnée Holdridge Life Zones;

— la“World Map of the Kppen-Geiger climate classificatigpdated” (Université de
Vienne) ;

— la“Updated world map of the Képpen-Geiger climate clasaifon” (Université de
Melbourne).

Le premier jeu de données avait été utilisé dans I'étudenpir&ire. Les deux autres
sont des cartes récentes basées sur la célébre clasgifidatikboppen-Geiger et se sont
montrées légerement plus performantes que la premiére.

Recensement d’inondations

On a utilisé le “World Atlas of Flooded Lands” fourni parDartmouth Flood Obser-
vatory pour valider les résultats finaux. Comme la seule base deéésravec une telle
couverture spatiale et temporelle, elle nous a paru esdleriour cette étude.
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RAW DATA Discharge @COVD Recorded
Stations \ l / Floods
SPATIAL ANALYSIS |
Prod. of Basin Variables
BASIN Processed Climatic Hydromorpho. Landcover
VARIABLES Stations Variables Variables Variables
STATISTICAL ANALYSIS
Production of Peak—Flow Estimates
MODELS Groups/Formulae
SPATIAL ANALYSIS II
Estim. of Flooded Areas
RESULT DISCUSSION

FIGURE 2.7 — Estimation statistique des inondations exceptidemebrganigramme glo-
bal

2.4.3 Organisation générale

Ce n’est pas ici le lieu pour décrire tous les détails d'urcpssus dont les grandes
lignes ont été évoquées plus haut. Nous nous contenteronsnaimenter des organi-
grammes, tirés de l'article en cours de rédaction, qui dohaee idée de la complexité
de cette organisation. Le premier organigramme décrit laadgs lignes du processus
(voir figure 2.7). On y voit apparaitre les trois grandes ésagéja évoquées plus haut :
une premiére phase d’analyse spatiale pour produire ungewdables statistiques as-
socié aux bassins auxquels on a pu rattacher une stationgiegenene deuxieme phase
d’analyse statistique qui permet de définir des groupeswet@maque groupe un modele
statistique d’estimation des crues exceptionnelles, imgiéme phase d’analyse spatiale
qui consiste a calculer les variables sélectionnées pasiés bassins versants, a estimer
leur débit centenaire, ce qui permet enfin d’estimer les zamendées. Au niveau de la
discussion finale, on compare certains résultats avec dges\vattions de DFO.

Nous allons donner une rapide description de ces diffése¥itpes.

2.4.4 Premiere analyse spatiale

La premiére analyse spatiale est décrite dans I'organigmt 8.
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RAW DATA

Discharge D.E.M. @
Stations HydrolK

(Compilation of Data ) (HydrologicCorrection )

v v

(Spatial Adjustment |: Hydrologic Network

(Spatial Adjustment II: Drainage Area

(Moving to Basin Outlet

N N NN

(Avoid Spatial Redundancy

Processed Discharge Stations / Basins

BASIN
VARIABLES

Climatic Hydromorpho. Landcover
Variables Variables Variables

FIGURE 2.8 — Analyse spatiale | : Production des variables des t&ssi
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Comme souvent dans ce genre d’étude, la phase de colledemiaSes a été trés fasti-
dieuse. La plupart des données a été obtenue gracieusemaesil, a fallu faire beaucoup
de démarches. Par ailleurs, la taille de certaines, commetle numérique de terrain
ou les données raster de précipitations, était tres gramdeidinit par poser de sérieux
problemes de téléchargement. Mais les plus difficiles anbtat été les données de
deébits. En effet, il existe une base de données globale queawwmns d’ailleurs utilisée,
mais qui est trés incomplete, et il a fallu négocier dire@stravec de nombreux pays
pour les obtenir.

Il a fallu par la suite compiler toutes ces données de déBasailleurs, le premier
modeéle numérique de terrain HydrolK, censé étre hydrolegigent correct, comportait
encore certaines erreurs qu'il a fallu rectifier.

Une fois obtenus les données de débits et le modéle numétetezrain, il a fallu
relier les deux. Les données de débits sont fournies aveotedonnées des stations et la
superficie de la zone de drainage correspondante. Cepetelamidéle de terrain et les
coordonnées des stations comportent tous deux des imprécet il faut procéder a un
premier ajustement pour que les stations soient vraimerées sur les cours d’eau, puis
un deuxiéme pour que la zone de drainage corresponde a gedlstgalculée a I'aide du
modele numérique de terrain. Si la différence est trop graod supprime la station. Par
ailleurs, les stations ne se situent pas toujours aux eestdie bassins versants et il faut
donc fabriquer des stations virtuelles dont on estime lbgglpar péréquation a I'aide des
données réelles. Enfin, pour ne pas fausser I'étude saigstil faut éviter que certains
bassins en contiennent d’autres, quitte & supprimer emiesstations.

Lorsqu’on a stations de mesures et bassins associés, temteait géomatique un peu
plus standard permet d’acquérir toutes les variables esutorrespondant a ces bassins,
gui sont regroupées dans la table 2.9.

2.4.5 Analyse statistique

L'analyse statistique est décrite dans I'organigramm®.2.1

L'analyse de fréequence permet d’estimer les débits ceme=na 'aide de la modéli-
sation log-Pearson Ill. Nous nous sommes aussi servi de deélmpour construire une
variable de précipitation exceptionnelle. Les transfdroms de variables ont été loga-
rithmiques pour la plupart. Aprés cela, la véritable analtsitistique commence d’abord
par des études par continent, dans l'idée de ce qui avaidiéidains I'étude préliminaire.
Pour chacun, on a essayé de constituer de différentes raamies groupes a l'aide des
variables climatiques ou par d’autres méthodes. Aprés deoreux essais, on a trouvé
des groupes climatiques qui fonctionnaient assez bien.

On alors essayé sans trop y croire des groupes climatiquésheelle globale et les
résultats étaient encore assez corrects, sauf dans gsajqugpes qu’il a fallu un peu
subdiviser géographiquement. Ce fait a été une véritalbpgisa et aussi une bonne nou-
velle, d’abord parce que cela rendait le traitement vratrglabal (& quelques exceptions
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Variable Description Abbreviation
Hydromorphometric
1 Drainape ared Area of drainage basin (knt'). DRAREA
2 Mean basin elevation Mean elevation of dminage basin {m). MEANALT
3 Mean basin slope Mean slope of drainage basin (mdan). MMNSLOP
4 Basin shape Gravelius coeflicient of compacity (Ke): ratio of basin | KGRAY
perimeter 1o the circle of equal aren.
5 Main channel length Total length of bastn main channel (k). MCHLEMNGTH
6 Main channel slope Maximum difference in elevation of basin main | MCHSLOPE
channel divided by channel lenoth {m'kin),
T Dirainape frequency Mumber of Strahler first order streams per square km | DRFREQ)
in basin { 1/kny’).
Land cover
bt Surface water storage Cumulated area of every lake and reservoir contained | WATER. STOR
i GLWD level 3. Variable expressed as a ratio to the
bagsin dmape area,
9 Forest cover Global land cover GLC 2000 version 1 cunulated | TFORCOV
area of any "Tree Cover" classes and the class "Tree
Cover / Other natural vegetation", Variable expressed
a5 & ratio to the basin drainage area,
10| Impervious cover Global land cover GLC 2000 version 1: area of class | URBCOV
22 “Aptificial  surfaces  and  sssocisled  areas™
Expressed as a ratio to the basin drainape area.
Climatic time-series
11| Mean annual precipitation Cateulated using CRU TS 2.1 dataset on the 1953- | PEMEAN
2002 period (mum).
12 I e monthly | Calculated using CRU TS 2.0 dataset on the 1953- | CLDERMONTH
tempem e 2002 penod (*C).
13| Monthly maximmn precipitation | Log-Pewrson type 1T estimates using Variability | LogP100
fora 100-year retuen period, Analyses  of  Surface  Climate  Observations
(VASClimO) at the Global Precipitation Climatolopy
Centre (GPCCY. Version-1.1, 0.57x0.5%, (mm).
Climatic fones
14 | Percentage aren of Koppen- | Caleulated using the Would Map of the Kdppen-Geiger | Koges
Geiger clinmlic rones. climate  classification  updated.  University  of
Veterinay Medicing, Vienna,
15 | Percentage arep of Kippen- | Calculated using the Updated world map of the | Kogel
Geiper climatic aones. Eoppen-Geiger climate classification. The University
of Melbourne, Victoria, Australia,
16 | Percentage area of Holdridge | Caleulated using the Holdeidge Life Zones. ITASA- | Holdridge

climatic zones,

Laxenburg, Austria.

FIGURE 2.9 — Variables des bassins versants
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BASIN Processed Climatic Hydromorpho. Landcover
VARIABLES Stations Variables Variables Variables
(FREQUENCY ANALYSIS )
Peak-Flow Except. Precipitation
Estimates Estimates
(TRANSFORMATION OF VARIABLES )
STATISTICAL Explicative Variables
VARIABLES P P
GROUPING
( REGRESSIONS BY GROUPS I.f Not
Satisfactory
If Satisfactory

MODELS Groups/Formulae

FIGURE 2.10 — Production des modéles statistiques d’estimatismdbits exceptionnels
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RAW DATA
AND MODELS

? @ Groups/Formulae

(SELECTION OF SIGNIFICANT VARIABLES

Computed Significant Variables

(FREQUENCY ANALYSIS FOR PRECIPITATION )

(TRANSFORMATION OF VARIABLES )

(PEAK—FLOW ESTIMATION )

Peak-Flow Estimates

HYDRAULIC MODEL )

Stage Functions

( ESTIMATION OF FLOODED AREAS )

RESULT CMap D

FIGURE 2.11 — Analyse spatiale 2 : Estimation des zones inondées

prés), mais aussi parce que cela permettait de palier e pdé non-uniformité spatiale
de la répartition de données.

On a alors raffiné au mieux les régressions et les différemtgpgs (finalement on
en obtient 21), a I'aide non seulement de tous les outilsielg a notre disposition, mais
aussi de nombreux essais, réglages et analyses résidugellpsiieuses. On a ainsi obtenu
les modéles statistiques correspondant aux 21 groupes.

2.4.6 Deuxieme analyse spatiale

Commence alors la deuxiéme analyse spatiale (voir figu® 2.1

Comme le traitement géomatique est énorme, puisqu’on dtiuler cette fois les
variables pour tous les bassins versants, on se restreicdleul des variables qui ont
été retenues dans les modeles. On utilise alors le nouvedalenoumérique de terrain
Hydrosheds de résolution 90m. Cela a nécessité de fairagoptusieurs machines en
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parallele pendant des semaines. Une fois les variablesuwdxeon calcule les estimations
données par les modeles de régression.

A cette étape, on a une estimation du débit centenaire paguehbassin versant. On
utilise alors le modele mis a disposition par EROS/USGS ptablir les zones inondées
correspondantes.

2.4.7 Conclusion

En conclusion, cette étude était une premiere tentative ggguiiquer la méthode des
Peak Flow Estimatea I'échelle globale. Elle a demandé un effort considérablesda
collecte et la compilation des données (surtout les doraeédébits) provenant de sources
variées et dans le traitement géomatique (dues en pagticuliutilisation du récent mo-
dele numérique de terrain Hydrosheds90m). L'analysessittie a montré la possibilité
de constituer des groupes au niveau global. Les résultagéstémtilisés pour le rapport
GAR mais ne doivent étre utilisés ni a une échelle localepnr ples prédictions.

En ce qui concerne les améliorations futures, le plus inqpbderait d’avoir des jeux
de données de débits initiaux de meilleure qualité, plusee(spatialement et temporel-
lement) et plus homogenes. L'idéal serait de pouvoir @tildes données journaliéres au
lieu de données mensuelles. Ces données existent pougade pays, mais sont tres
difficiles a obtenir.

Le processus géomatique serait aussi amélioré si I'on piqueandre en compte |'ef-
fet duriver burningsur les zones inondées : ce procédé consiste en effet a icegtiie
ciellement le modele numérique de terrain pour étre sOregiedurs d’eau découlant de
ce modéle de terrain correspondent bien aux cours d’east @elpourrait aussi faire un
sous-classement des bassins en fonction de leur aire :’ptant les bassins considérés
sont tous ceux appartenant a une méme classe de la hiéraychi@ogique, indépen-
damment de leur taille. Cependant, pour conserver des titbras statistiques de taille
raisonnable, cela n’est possible que siles données astad debits sont plus fournies. On
pourrait aussi prendre dés le départ le modele Hydroshedsfd n’était pas disponible
en totalité au début de notre étude.

L'analyse statistique dépend beaucoup de la qualité etqledatité des données. Il est
raisonnable de penser gu'une amélioration des donnéesfimmne analyse plus fine.
En revanche, pour l'instant, il nous semble que changer steilalition ou de méthode
d’estimation des parameétres aurait peu d’'impact sur ldtegsu
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Chapitre 3

Autres travaux

On décrit ici les résultats ou recherches en cours ne rémesndans les catégories
précédentes.

3.1 Triangulations de polygones

Un travail en collaboration avec Roland Bacher sur la comtloine des triangulations
de polygones sera bientdt soumis [4].

Pour les polygones strictement convexes, il est bien conerlcgtte combinatoire est
donnée par les nombres de Catalan.

On considére dans un premier temps des polygones convexeEnalarge, c’est-a-
dire gu’'on autorise des alignements de trois sommets et @lgpeut voir un tel poly-
gone comme un polygone strictement convexe auquel on atéaji@s sommets supplé-
mentaires a I"intérieur” des arétes. Nous appelleronsdoétesles arétes du polygone
strictement convexe associé et on appleifgueurd’une aréte le nombre de sommets si-
tués sur cette aréte moins 1. On définit alors a I'aide d’'unatite des polyndmes qu’on
appellepolynédmes d’arétesiépendant uniquement de la longueur de I'aréte. Ces poly-
ndémes vérifient une relation de récurrence qui permet dealesler de maniére itérative.

Le premier résultat est que le polynéme des triangulationgalygone (convexe au
sens large) de départ s’exprime alors de maniére tres egtbétn fonction des poly-
ndémes d’arétes. On en déduit d’'ailleurs que ce polyndme et tio combinatoire des
triangulations, ne dépendent nullement de I'ordre degsyée qui n’était pas évideat
priori.

On définit ensuite les polygones presque convexes commeeteshations de po-
lygones convexes au sens large. On peut alors définir degqudg depresque arétes
tels que la formule du premier résultat soit encore veérifiéer pes polygones presque
convexes.

Tous ces résultats sont effectifs : on décrira dans un antitérieur différents algo-
rithmes pour le calcul de ces polyndmes. Si le cas générdéesimplexité exponentielle,
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nous décrivons un algorithme polynomial dans le cas des|pecarétesonvexes

3.2 Vitesses de fuite

Je me suis aussi intéressé a I'étude des vitesses de fuiteadlelses aléatoires sur des
groupes, notamment les groupes de surfaces. Obtenir umelfopar le biais d’'une so-
lution implicite d’un systeme d’équations comme c’est Ie paur les arbres périodiques
(Takacs [69]) ou par des équations de transport comme daraslde certains groupes
(Mairesse—Mathéus [55]) a résisté aux tentatives et melset@lsormais sans espoir. En
revanche, j'ai développé une approche numérique qui defaainir des encadrements
précis de la vitesse de fuite.

Nous avons, Frédéric Mathéus et moi le projet d’étudieétjalité fondamentale pour
la marche simple sur le groupe de la surface de genre 2. @étjalité relie la vitesse de
fuite, 'entropie asymptotique de la marche et la croissathg groupe et c’est parfois
une égalité. Nous voulons tester I'égalité dans ce cadrdgmméthodes numériques en
utilisant celles évoquées plus haut pour la vitesse et eréeslappant d’'autres pour les
entropies.

3.3 Travaux divers

3.3.1 Survol des groupes automatiques

J'ai écrit pendant ma thése un article de survol des grougesnatiques [17]. C’était
un domaine en plein essor et le livre d’Epstein et al. [46]lswwujet était encore a I'état
d’embryon. Ma seule contribution originale était la déntoaitgon explicite d’un lemme
connu de tous, qu’on ne trouvait nulle part, concernantlesiggéodésiques en courbure
négative.

3.3.2 Modélisation des transports

J'ai collaboré pendant mon séjour genevois avec I'OfficeéFradde la Statistique
sur le sujet des transport routiers. 1l s’agissait de tgdtesieurs déclinaisons du modele
de Zeger dans le cas des comptages routiers. Nous avonseded@étail ces différentes
méthodes, programmé les algorithmes en Matlab, les avin®daner sur des jeux de
données de tres grande taille. Les modeéles se sont mallseanent avérés tres lents a
converger, voire instables, et inadaptés a ce problemes [deons cependant écrit un
rapport conséquent [7].
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3.3.3 Anesthésiologie

J'ai aussi collaboré avec des médecins sur la validatiomgliestionnaire destiné aux
patients nécessitant des traitements anti-douleur loueddouleur est ressentie et expri-
meée de facon tres différente suivant les individus et eli@lesc trés difficile a estimer.
Le questionnaire en question devait permettre une tellle@ian, mais sur la base de ré-
ponses trés qualitatives. J'ai aidé ces médecins a anéga@sultats de ce questionnaire.
Ce travail a fait I'objet d’'une communication dans un graodgres d'anesthésiologie
avec publication d’une courte note [11].
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